INGENIEURARCHIV 


A. BETZ - A. HERTWIG - K.KLOTTER 
_ E.SCHMIDT - E.SORENSEN 


HERAUSGEGEBEN VON 


R. GRAMMEL 


fe 


. XVI.BAND - FUNFTES UND SECHSTES (SCHLUSS-) HEFT . 1948 
NT TS DE 


: SPRINGER-VERLAG - BERLIN . GOTTINGEN . HEIDELBERG 


Preis M 26.— 


eas INGENIEUR-ARCHIV 


erscheint nach MaBgabe des eingehenden Materials zwanglos in einzeln berechneten Heften, die zu Banden 
von etwa 30—40 Bogen vereinigt werden. 

Die fiir das Ingenieur-Archiv bestimmten Manuskripte sind unmittelbar an den Herausgeber 

Herrn Professor Dr.-Ing. Dr, R. Grammel, Stuttgart N, Robert-Bosch-Strafe 101 
oder an die Herren 
Professor Dr, A. Betz, Géttingen, Herzberger LandstraBe 39 A 
Geh. Reg.-Rat Professor Dr.-Ing. A. Hertwig, Berlin-Charlottenburg, Technische Universitat, 
HardenbergstraBe 34 
Professor Dr.-Ing. K. Klotter, Karlsruhe i. B., Technische Hochschule _ 
Professor Dr.-Ing. E. Schmidt, Braunschweig, Harzburger StraBe 8a 
Professor Dr.-Ing. E. Sorensen, gigs deg MAN - 
einzusenden. } 

Die zum Druck angenommenen Arbeiten werden, soweit dies drucktechnisch méglich i ea ‘nach der Reihien- 
folge ihres Eingangs beim Herausgeber veréffentlicht. 

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. 

Fiir die Abfassung der Arbeiten wird auf das vom Deutschen Normenausschu8 herausgegebene Heft 
Gestaltung technisch-wissenschaftlicher Verdffentlichungen“ hingewiesen. Die Vorlagen fiir Abbildungen \ 
sind auf besonderen Blattern erwiinscht und kénnen entweder in Reinzeichnungen oder in klar verstandlichen 
Handskizzen bestehen; die Beschriftung und nétigenfalls die Reinzeichnung nimmt der Verlag vor. 


SPRINGER-VERLAG 


Heidelberg Berlin-Charlottenburg 2 
Neuenheimer LandstraBé 24 ‘ JebensstraBe 1 
Fernsprecher 2440 Fernsprecher 322070 
i I n h a 1 ES Seite 
Dérr, Johannes, Das Schwingungsverhalten eines federnd gebetteten, unendlich 
langen Balkens (Dorsten i. Westf., 14.7. 1912) .sessecesecceseece pis abcsE CARL RuetMie EO 
Reutter, Fritz, Eine ebene shes gah orate in der Verse nne der Schall- 
geschwindigkeit (Karlsruhe, 26.8. 1911). +++ 43 +++eseeeeeeeees DADS THRE eee ey pe k 
Reutter, Fritz, Halbebene und Pavallelatreifen mit Veranderlichem Elastizi- ] 
tatsmodul (Karlsruhe, 26.8. 1911) .sscceeescccscceceescces Cb CMa Teta he ae wer SOUL 
Kahlert, Wolfgang, Der Einflu8 der Tragheitskrafte bei cal disdvodyndmiben et 
' Schmiermitteltheorie (Wuppertal-Barmen, 6.7.1917).+ecceeccscccccecceecerceeces 321 


' Stange, Kurt, Uber die Bewegung eines stabilen schweren symmetrischen 
Kreisels bei kleinen Stérungen des Langsschwunges (Erfurt, 6.6.1907)....+.... 343 


Swida, Waldemar, Die eer Beene Biegung des krummen Stabes 


(Borissow b, Wilna, 28.1.1903) sss. rae, Err rn sumer Rte se CULE EN A BES e S10 Ai rs tat | 
Riegels, Fritz Wilhelm, Das Tasers anpansablem bei inkompressiblen Po- 
tentialstrémungen (I. Mitteilung) (Mitheim/Rubr, 17.6.1910). 000s .ece eee e es eeee 373 
Lutz, Otto, Enthalpien, Entropien und Giichgegichiokonsiadten von Ver- 
brennungsgasen (Stuttgart-Bad Cannstatt, 8. 4.1906). +++ eee eeeeee en dei oh Sea nstsee wan sisloth aes 
Stange, Kurt, Die zweckmiéBige Auswertung von PRIRtY pie mee eis 2 
Zeit-Weglinien (Erfurt, 6. 6.1907) «ssessees sheik ofealai geON as oe cpaibnatiate aceasta aM ce 
Schunck, Theo-Ernst, Der by lindisolto Shae ten oberhalb der Hehlareute 
(NiirnBerg, 8.6.1908) »++se+0+ See oie eas Bin ceree clits eta Gaeta nce aaa eGe Sea's ates ae -- 403 
Richter, Wilhelm, Eindimensionale stationare Gischdvuckatnearden in bewegten : 
Systemen (Aussig, 24.9.1903) .sscsescecccecees Ur ag cigar sures dt gia ll ees 
Goriupp, Kurt, Berichtigung ............. NCE ees hegre qin ois fare Capra .. 446 


Evie zs ba Brat wah nes ber? Sag Dee ae A - 


~ 
A ee 


INGENIEUR-ARCHIV 


a ee ee eee 
XVI. BAND FUNFTES UND SECHSTES HEFT 1948 
a ag et 


Das Schwingungsverhalten eines federnd gebetteten, 
unendlich langen Balkens. 


Von J. Dérr in Tibingen. 


1. Aufgabenstellung. Ein unendlich langer, gerader Balken von iiberall gleicher Masse- 
belegung und Biegesteifigkeit sei auf einem homogenen, federnden Untergrund gebettet. Uber 
den Balken bewege sich eine Last mit gleichférmiger Geschwindigkeit. Gesucht ist die Auslenkung 
des Balkens als Funktion des Ortes und der Zeit. 

_ Bei der mathematischen Behandlung von Schwingungsproblemen des federnd gebetteten 
Balkens wurde bisher die Annahme gemacht, daB die Bettung aus vielen nebeneinander stehenden 
masselosen Einzelfedern besteht. Diese Bettung erfiillt die als Zimmermannsche Hypothese! 
bekannte Voraussetzung, daB zwischen Auslenkung und Kraft ein linearer Zusammenhang 
besteht, und daf} eine Stérungskraft nur an der Stérungsstelle selbst eine Auslenkung hervorruft. 
Das ist in der Praxis nicht immer ausreichend erfillt. Durch einen auf Erdreich oder Schotter 
gedriickten Stempel werden z. B. nicht nur die unter dem Stempel, sondern auch die in der 
Nachbarschaft liegenden Bereiche ausgelenkt. Die Abweichungen von der Zimmermannschen 
Hypothese wirken sich in der Nahe solcher Stellen besonders aus, wo sich die Belastung stark 
mit dem Ort andert, wie z. B. an den Balkenenden oder an Knickstellen der Verformungskurve?. 
In unserem Fall sind diese Abweichungen von vernachlassigbarer GréGe, da wir uns hier mit 
einem durchgehenden, beiderseits unendlich langen, homogenen Balken beschaftigen wollen, 
der also keine Enden hat und bei dem nur stetige und glatte Verformungskurven auftreten. 

Die Annahme masseloser Bettungsfedern hat zur Folge, da® die Bettung allein kein schwin- 
gungsfahiges Kontinuum darstellt. Es kann deshalb keine Schwingungsenergie vom Balken in 
das Kontinuum der Bettung abgestrahlt werden. Das ist in Wirklichkeit nicht der Fall. Ein 
rollender Eisenbahnzug ist z.B. Quellort von nach allen Seiten sich ausbreitenden Boden- 
erschiitterungen. Die Annahme masseloser Federn kann deshalb unter Umstanden zu Ergebnissen 
fiihren, die mit der Wirklichkeit nicht ausreichend iibereinstimmen. Eingehende Untersuchungen 
zeigen in der Tat, da unsere Aufgabe fiir einen Geschwindigkeitsbereich der Stérungslast 
0<v< vx zu praktisch verniinftigen Ergebnissen fiihrt, daB aber fiir den Bereich v= vx unbrauch- 
bare Ergebnisse herauskommen®. Fiir v=vx wachsen mit der Zeit die Schwingungsauslenkungen 
iiber alle Grenzen und fiir v—vx bildet sich zu beiden Seiten der Stirungsstelle je ein Wellenzug 
endlicher Auslenkung heraus, deren Lange proportional mit der Zeit bis ins Grenzenlose zu- 
nimmt. Das ist praktisch nicht méglich, da die innere Dampfung und die Wellenabstrahlung 
ins Kontinuum der Bettung ein unbegrenztes Anwachsen der Auslenkungen und der Lange der 
Wellengruppen verhindert. 

Eine Beriicksichtigung der Wellenabstrahlung ins Kontinuum durch Annahme einer masse- 
behafteten Bettung macht grof%e mathematische Schwierigkeiten. Wir wollen deshalb den ein- 
facheren Weg beschreiten, indem wir nur die innere Dampfung des Balkens beriicksichtigen. 
Wir werden im folgenden sehen, da die Voraussetzung ausreicht, um fiir beliebig grofbe Ge- 
schwindigkeitswerte v praktisch sinnvolle Ergebnisse fir unsere Aufgabe zu gewinnen. 


2. Lésungsansiitze. Die Dampfung des Balkens nehmen wir als proportional der Auslenkungs- 
geschwindigkeit an. Weiterhin setzen wir fest, da sich die Stérungslast P zur Zeit t=0 an der 
Stelle x—0 befindet. Unter der Voraussetzung kleiner Auslenkungen finden wir dann als Diffe- 


rentialgleichung unseres Problems: 


4 2 0 
EI + m—3 t d=* +ey=Pd(x—vt). 


1 H. Zimmermann, Die Berechnung des Eisenbahnoberbaus, S. 10. Berlin 1888. 
2 K. Wieghard, Z. angew. Math. Mech. 2 (1922). eb OD 
8 J, Dérr, Ing.-Archiv 14 (1943). S. 167. 
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Darin bedeutet ¢ die Federkonstante der Bettung je Langeneinheit, m die Massenbelegung des 
Balkens, d die Dampfungskonstante je Langeneinheit, EJ die Biegesteifigkeit, v die Geschwindig- 
keit der bewegten Stérungslast; x, y, t sind die Koordinaten des Ortes und der Zeit; und 6(«—vt) 
ist eine Zackenfunktion mit folgenden Kigenschaften: - 


0 fiir x +t 


a, Oy Oa AD | coo fiir x= vt 
sere 
lim | 6(«x—vt)dx=1. 


é> 0 
vt—é 


Zur Vereinfachung der Schreibweise fihren wir folgende Abkiirzungen ein: 


m d Cc 
ares Paton ait wee (La) 


und setzen auberdem fest 


{2 : 
floes i! . 2 (1 b) 
Diese Festsetzung ist ohne Belang, da wegen der linearen Differentialgleichung ein linearer Zu- 
sammenhang zwischen der Stérungskraft P und der Auslenkung y besteht. 
Mit den neuen Bezeichnungen lautet unsere Differentialgleichung 


d4y dy dy 
Pee oh ins gon) oe Oe) : (2) 
Nach Vorgabe bestimmter Rand- und Anfangsbedingungen lat sich eine Lésung von (2) mit — 
den bekannten Methoden gewinnen. Wahlt man z. B. als Ansatz fiir y ein Fourierintegral oder 
ein Laplaceintegral, so erhalt man die Lésung zunachst in Form eines verhaltnismafig kompli- 
zierten Integrals, dessen Berechnung im Sonderfalle kleiner Werte von t oder sehr groBer Werte 
von ¢t gelingt, wenn man d.e Dampfung d sehr klein oder zu Null annimmt. Von besonderer 
Bedeutung ist die sogenannte asymptotische Lésung der Aufgabe, d.h. diejenige, die sich nach 
sehr langer Zeit, also bei sehr groBen Werten t einstellt. Bei Eigenwertproblemen der Technik 
erstrebt man z. B. meistens auch nur die Kenntnis der Resonanzschwingungsform, d. h. der 
Schwingungsform, die sich nach Uberwindung des sogenannten Eioschwingvorgangs einstellt. 
Diese Resonanzschwingungsform ist also eine solche asymptotische Liésung. 

Zunachst wollen wir fiir das Folgende den Begriff der asymptotischen Lésung genau festlegen. 
Die allgemeine Lésung des Stérungsproblems sei y(x,t). ‘Wenn sich fiir den Grenzfall t,o 
eine Lisung Y(x,t) angeben ]aBt, welche iiberall die Bedingung 

Y(«, t\)—y (x,t) Se fir t=T (3) 
fiir jedes von Null verschiedene, aber sonst beliebig kleine ¢ erfillt, sofern T geniigend groB 
gewahlt wird, dann wollen wir Y(x,t) eine asymptotische Liésung nennen. 

Man kann die asymptotische Lésung durch den Grenziibergang t,o aus der allgemeinen 
Lésung gewinnen. Dieser im Abschnitt 5 kurz skizzierte Weg erfordert einen verhaltnismaBig 
groBen Arbeitsaufwand. Um schneller und bequemer zum Ziel zu kommen, wird deshalb im 
folgenden ein Verfahren angegeben, das direkt auf die Gewinnung der asymptotischen Lésung 
hinzielt. ates 

Wir formen zu diesem Zwecke die Differentialgleichung (2) um auf ein mit der Stérungskraft 
mitbewegtes Koordinatensystem, indem wir setzen 


s=x—vt. (4) 
Man erhalt dann 
a4 ¥ a ¥ 07 ¥ a? ay 0¥ 
3 24 +o. ( Laman Te a) 7 B( rarent pz) +7¥=9(0). (22) 
Das Stérungsglied auf der rechten Seite ist in dieser Darstellung von der Zeit unabhangig. Es 


besteht deshalb die Moglichkeit, daB bei beliebiger Wahl der Rand- und Anfangsbedingungen 
die asymptotische Lésung des Stérungsproblems ebenfalls von der Zeit unabhangig ist. Falls — 


1 J. Dérr, a.a.O. S.175 und 131, 
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_ eine solche »»stationare‘ asymptotische Lisung Y(z) existiert, muB sie also der Bedingung 
0" Y/ot"=0 fiir n=1 geniigen und miiBte deshalb unter Beachtung der Randbedingungen 


folgender Differentialgleichung gehorchen: 
Y"" + av? Y" —BoY'+ yY=6(0), (5b) 
in welcher Striche Ableitungen nach z bedeuten. Es gilt nun folgender Satz: 


Wenn eine Lésung Y(z) von (5b) im gesamten Bereich des Balkens existiert, und wenn aufer- 
dem das iiber den gesamten Bereich ¢ des Balkens erstreckte Integral von Y2(z) existiert, wenn also 


GION Lt (6) 


ist, dann ist Y(z) wirklich die asymptotische Liésung des Stérungsproblems im Sinne der Be- 
dingung (3). Das beweisen wir wie folgt: Y(z) ist als Lésung von (5b) auch eine partielle Lésung 
von 5a). Die allgemeine Lésung von 5a) erfiille die Anfangshedingungen y(z,0), ¥(z,0). Diese 


allgemeine Lésung kann man sich grundsatzlich immer in folgender Weise zerlegt denken: 
y(z,t) = Y(z)+h(z,t) . 
Darin ist h(z,t) eine Lésung der homogenen Differentialgleichung von (5a), welche durch die 
Anfangsbedingungen 
h (=,0)=y (z,0)— Y(2) 
h(z,0)=y (2,0) 
eindeutig festgelegt ist. Die aus sogenannten freien Schwingungen zusammengesetzte Wellen- 


gruppe h(z,t) wird durch die Dampfungskrafte des Balkens im Laufe der Zeit aufgezehrt, so daB 


_ schlieBlich nur noch die asymptotische Wellengruppe Y(z) iibrig bleibt. 


Die Voraussetzung (6) ist beim gedampften Balken immer erfiillt. Das laBt sich auf Grund 
einer physikalischen Betrachtung einsehen. Die Wellengruppe Y(z) braucht zu ihrer Erhaltung 


einen dauernden Energiezuflu8 von aufen, da in der Zeiteinheit dauernd der Energiebetrag - 


L=vdfY? dz 


durch Dampfung verlorengeht. Die verlorengehende Energie wird durch die Arbeitsleistung 
der Stérung- kraft L=v P sin are tg Y’(0) — bei kleinen Winkeln L= v P Y'(0) — aufgebracht!. 
Diese auBere Arbeit kann nur von endlicher GréBe sein, da auch die Stérungskraft endlich 
ist und mit endlicher Geschwindigkeit weiterwandert. Beim gedampften Balken miissen also 
erzwungene stationare Schwingungen immer die Bedingung (6) erfiillen, denn nur dann 1aBt 
sich die erzwungene Stérung durch eine endliche Stérung:kraft stationar erhalten. 


Beim ungedéimpften Balken kann auch der Fal! eintreten, da8 eine Lésung von (5b) die Be- 
dingung (6) nicht erfiillt. Eine solche Lésung darf nicht als asymptotische Lésung des Stérungs- 
problems angesehen werden, wie man durch folgende physikalische Betrachtung zeigen kann. 
Der Balken besitzt beim Schwingen kinetische Energie T und potentielle Energie V. Fir V 
findet man : 

V= Je f¥tdi+> BIS(54) de. 
Die Funktion Y ist als Lésung von (5b) tiberall stetig und glatt. Wenn also Bedingung (6) 
erfiillt ist, dann existieren die beiden rechts stehenden Integrale, dann ist also V begrenzt. 
Fiir T findet man dasselbe Ergebnis. Ist dagegen Bedingung (6) nicht erfiillt, dann sind V und T 
unbegrenzt. Die Energie T+ V der stationéren Schwingung muf} durch die Stérungskraft auf- 
gebracht werden. Die Arbeitsleistung der Stérungskraft ist immer von endlicher Gréfe. Es 
kann deshalb nur dann in endlicher Zeit die zum Aufbau einer stationéren Schwingung erforder- 
liche Energie von der Stérungskraft erzeugt werden, wenn die Bedingung (6) erfiillt ist. Wenn 
das nicht der Fall ist, d. h., wenn T-+V unbegrenzt ist, dann ist auch nach beliebig langer Zeit 
der stationare Schwingungszustand noch in unendlich weiter Ferne. Folglich existiert eine 
asymptotische stationire Lésung des Stérungsproblems im Sinne der Definition (3) nur dann, 
wenn die Lésung von (5b) die Bedingung (6) erfiillt. Dieser Fall hat durchaus praktische Be- 


- deutung. Bei unserem Problem tritt er, wie wir sehen werden, unter gewissen Voraussetzungen 


auf.’ 


1-J, Dérr, a.a. QO. 'S. 191. 
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Jetzt gehen wir an die Lisung der Differentialgleichung (5b). Nehmen wir einen beiderseits 
unendlichen Balken an, so eignet sich dazu der Fourteransatz 


+10 ‘ ) 

Y=iff(p)eP*dp. (7a) 

—Vo ‘ 

Fiir das Stérungsglied erhalten wir aus dem Fourierschen Integraltheorem 
_ tic 
=> Sanja Pp 4 Tb 
5 (0) jaf oP eR (7b) 
—130 


Die Darstellungsart (7) des Fourierintegrals wurde gewahlt, um im folgenden bequemere Ver- 
gleichbarkeit mit der zitierten Arbeit zu haben. 

Durch Einsetzen von (7) in (5b) ergibt sich fiir die noch zu bestimmende Funktion f(p) der 
Ausdruck: 


il 1 
Je) Qa ptt av? p?+Boup+y 


Das setzen wir in (7a) ein und erhalten die gesuchte Lisung in Form eines bestimmten Integrals 
40 


1 e-P? ~ 
Na) = ral pitav p?t+Bpup+y dp. (8) 


—1to 


Die Pole des Integranden bestimmen sich durch die Gleichung 
pi+av p'+poptry=0. (9a) | 


Im Falle 6 +0, also bei Vorhandensein von Dampfung, kénnen auf der imaginaren Achse keine 
Pole liegen, weil hier der Realteil pt+«v?p?+y und der Imaginarteil buvp der Gleichung (9a) 
keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Da in (9a) das Glied mit p* fehlt und alle Koeffizienten 
positiv reell sind, folgt dann aus dem Hurwitzschen Kriterium, daB sowoh! Pole mit positivem | 
als auch mit negativem Realteil auftreten miissen. Die Pole kénnen nur reel! oder konjugiert 
komplex sein. Deshalb miissen rechts der imaginaren Achse zwei, und nur zwei konjugiert kom- 
plex angeordnete Pole liegen. Denn auf dem positiven Teil der reellen Achse kann kein Pol 
liegen, da hier alle Glieder von Gleichung (9a) nur positiv reell sind. Die beiden links der imagi- 
naren Achse liegenden Pole kénnen konjugiert komplex angeordnet sein, falls 6 geniigend klein 
ist. Bei hinreichend groBem f kénnen die beiden Pole auch auf der negativ reellen Achse liegen. 
Der Grenzfall, bei dem die eine Anordnung in die andere iibergeht, ist dadurch gekennzeichnet, 
da die beiden links der imaginéren Achse liegenden Pole zu einem auf der reellen Achse liegenden 
Doppelpol zusammenfallen. Fiir diesen Doppelpo! miissen folgende beide Bedingungen erfiillt sein: 


dF(p) _ i 
dp Uk | 


F(p)= p* 00? p* pw py = 0% 


Alle Nullstellen des Ausdrucks F’(p) treten auch in pF’ (p) auf. Eine gemeinsame Nullstelle 


von F(p) und F'(p) bzw. das Auftreten eines Doppelpols im Integranden von (8) ist also nur 
bei Erfiillung folgender Bedingung méglich: | 


F(p) = i PF '(p). 


Setzt man die Funktionen ein, so heben sich die Glieder p‘ fort, und es bleibt ein quadratischer 
Ausdruck in p tibrig. Lést man ihn nach p auf, so erhalt man 


: MMA ON Be BRON Dev 
Be 4 ay? S = ave * 


Wenn der unter der Wurzel stehende Ausdruck kleiner als Null ist, d. h., wenn 


p< |2ya i (9b) fl 


ist, dann ist pm komplex. Dann kann also auf der reellen Achse kein Doppelpol und somit tiber- 
haupt kein Pol des Integranden von (8) liegen. 


Bais 


a 


EA ENN Te eT ae ee eee 


_ einen bequemeren Weg ein, indem wir die Dampfung, d.h. den 


Re ree has ere eget yA 
’ bs ah ach a ae C tie aT Y / 
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Wir werden im folgenden nur den Fall kleiner Dampfung, also kleiner B-Werte behandeln, 
so da also obige Bedingung erfillt ist. Die vier Pole wollen wir wie in Abb. 1 bezeichnen. 
Mit diesen Bezeichnungen findet man auf Grund des Residuensatzes 


i 1 —Pa* —P1? 
vee : ane . Saas jf 0, 10 
Pi—Pa (Pa— Po») (Pa—P3) (P1— P2) (Pi—P3) eo ( 2) 
1 aap py: 
ae | e Ps? e7 ~| fiir 20s 10b 
eel ir) Geel =p Gp) le ae) 


Die Pole pn lassen sich streng aus (9a) bestimmen. Da sich aber 
die Liésung einer Gleichung vierten Grades nicht in einfacher ge- 
schlossener Form hinschreiben laBt, ist dieser Weg fiir eine allge- 


meine Behandlung der Ergebnisse (10) nicht brauchbar. Wir schlagen 


Faktor 6 in Gleichung (8), als sehr klein annehmen. Dann lassen sich 
einfachere Naherungslésungen angeben. 


Wir machen zu dem Zweck fiir die Nullstellen p, von (9a) den soe pe nea DUT eee Ole, 


it Meats 
_ Ansatz 2 wenn § <= |2ya. 


Pn = Qn + Tn’. (11a) 


Darin bedeutet qn eine der vier Liésungen: 


‘ 1 4 ; 
ae aaa le a v* € ++ y/1 a) = + iff a (v2 Se |vt UK (11b) 


der biquadratischen Gleichung 


Ges vege ea De, 


Dann erhalten wir fiir r die Bestimmungsgleichung 


An? r +6 qn? 72 + Agar’ + rt +o 02(2gar +r?) +B v(qnt+r) == U), 


Da voraussetzungsgem4B 6 sehr klein ist, besitzt obige Gleichung eine Lésung mit sehr kleinem r, 
und zwar ist es die Lésung rp, bei der fiir 6—>0 auch r,—>0 bzw. pr— qn geht. Um diese Lésung 
naherungsweise zu ermitteln, lassen wir in der Gleichung fiir z alle Glieder fort, in denen 2 und 6 


- in hoéherer als zweiter Potenz erscheinen: 


\' 


2 ; A gy? +2 qn %v2+ 6 v 
6 qn2 + av? 


B v qn f 
Ae egucee 0. (11c) 


Die Voraussetzungen, unter denen diese Gleichung ausreichend genaue Liésungen ergibt, werden 
im weiteren Verlauf der Untersuchungen im einzelnen angegeben. 


Der bei r stehende Faktor in (11c) kann sehr klein werden, da der Ausdruck 
Agqn? + 2qrav?= + qn |a? vt —_ Ay 


Null wird, wenn die Stérungsgeschwindigkeit v den Wert erreicht 


; . pees | ee (12) 


‘ ae 
Aus diesem Grunde muBte in Gleichung (11 c) nicht nur das lineare, sondern auch das quadratische 
Glied in r beriicksichtigt werden. Wir bezeichnen vx als kritische Geschwindigkeit der Stérungs- 
last, weil hier, wie wir bald sehen werden, die erzwungenen Schwingungen besonders grobe 
Amplituden annehmen, bei Dampfungsfreiheit sogar unendlich grofe. 


3. Lésung des Stérungsproblems. Im weiteren Verlauf der Untersuchung miissen wir die 


drei Falle v=vx, v< vx und v> vx getrennt behandeln. 


a) Behandlung des Falles v=vx. Aus den Gleichungen (11) und (11c) findet man nach 
einigen Umformungen, wenn man alle Glieder vernachlassigt, die in 6 von héherer als erster 
Ordnung sind, 

4 4 
ee - Miler Be? oe ba Wi 
gua ing|/S = Sty ro=+(14 1) ; ie ‘ T (1=—1) 5 Sa 
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Das obere Vorzeichen bezieht sich jeweils auf die oberen Zeiger, das untere Vorzeiche i ges 
auf die unteren Zeiger. Diese Formeln geben nur pe eine gute Naherungslisung fiir ie Poles 
wenn die r; sehr klein sind gegeniitber q,—43 bzw. 12 . Das ist, wie man leicht zeigen paated 


erfillt unter der Voraussetzung: 


p< \2ya. 


Damit ist auch die Bedingung (9b) erfillt. 
Die Ausdriicke q; und r; setzen wir unter Beachtung von (11a) in die Formeln (10) ein. Man 


erhalt, wenn man zur Vereinfachung der SoM : 


; 


2 
: ye 04 
setzt und die ra—rm durch @ ausdriickt,- 
—e—@? eb (YAO) # eth + 02 ; 
Y= FiGhtO) | Gp d-ne + G+) nar Ne ae 
; DP eeee SEND Pa Ie | tor 2<0. 3 
Bi(yh—o) | GyA+e)(1—HNe (iy4—e) (1 +HNe 


Daraus findet man nach einigen weiteren Umformungen 


We aet at e Gist byes re ey see 2) firz>0, 

SiOF w Lae yeas 107 span pen dee ae | 

(13) 

” ah 3 (ee (7% + 9)? sinh e)s ail Fagen 

8@ yh + VES 0s 
Die Bahnneigung am Angriffspunkt z=0 der piensa ist, wenn man alle vernadhlishiel | 
bar kleinen Glieder fortlaBt, - 
Y'(0) =a | aa 


Boyh * 
ie 
b) Behandlung des Falles v<vx. Die Formeln (10) haben peaneee grundsatzlichen | 


Aufbau: % 
ye (a—ib,)e— @—*%)* + (a+ idb,)e—@ +4)? far 2>0, ‘= 


Y= (a—ib,)e@t+i%)2 4 (a4 ibjle@—*%)? fer 2 <0. 


alata sh y 


Darin ist wie durch Vergleich mit (10) zu ersehen isi, : 
Q+to=Ppr, 0 +i0,=— Pz, i asall 


; pei 
Seay (Pi—Pa) (Pi—P2) (Pi—P3) > ash) 


eon 1 { 
(a+ 4 by (P2—Ps) (P2—P1) (P2—Pa) : (15¢)§ 


Wir setzen wieder pn=qn+tm. Darin sind die qn, durch Formel (11b) gegeben. Dicer, Lassen) 
sich durch (llc) berechnen, und damit lassen sich auch a und b angeben. Die Ausdriicke waren 
aber aufBerordentlich unhandlich. Brauchbare Formeln erhaélt man, wenn man in (11c) das | 
Glied r? vernachlassigen darf. Das ist der Fall, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: 


| (6 qn? + %v*) Bo 
(2 qn? + av)? dn 


Fiir qn setzen wir den Ausdruck (11b) ein und erhalten unter Beachtung von (12): 
(2025 3 Yot—vxt) Bo | 4 
|a(ot—on) [fF a (08 Yoo) . | 
' 
| 


Diese Bedingung ist fiir v> 0 und v> o immer erfillbar, sofern 6 einen festen, aber sonst be~ 
licbig groBen Wert hat. Wenn f kleiner wird, riickt der Giiltigkeitsbereich obiger Belinea 


<i 


eA 5 


ee ee Lt ee ee 


* zn 


Gre 3 my grpee a” : 
federnd gebetteten Balkens. 


Ae ee Sra ER W eS Peat li) eae : 
_ von. den Seiten an vg heran. Sofern B geniigend klein gewahlt wird, la8t sich immer erreichen, 
daB obige Bedingung itberall mit Ausnahme des beliebig kleinen, aber festen Bereichs |v—vx| 
— Se< vx erfiilt ist. 
_Es sei nun f tatsichlich so klein, da® e< vx ist. Dann diirfen wir in der letzten Formel iiberall 
_ v durch vx ersetzen, wo es nicht in der Form (v—vx) auftritt. Die GroBe (v—vx) dirfen wir auBer- 
dem iiberall vernachlassigen, wo sie als Summand neben v auftritt. Daraus erhalt man die nur 
_ fiir sehr kleine 6-Werte erfiillbare Bedingung 


Fi y2 a3 vK 
4 Im Falle |v— vk| = é darf in (11c) das Glied r? vernachlassigt werden, und es ergibt sich 
“4 ip Vv , 

a a fii x 
— = a Vox? —y! a a 

2 (17) 
- T14 ae kia be. fiir v> 0K. = 

F 23 4 Vot—vx? 
4 In Falle v<vx erhalten wir dann mit Hilfe von (15) und (17) aus (lla) 
ib === ( 

3 o> Va (vx?— 2?) ., 
’ 8 legate ane Be ‘2 
o, = | «(vx Hye eet cv iencaener 


~ Man kann leicht zeigen, daB die Bedingung (16) folgende Ungleichung zur Folge hat: 
j | rr —Tm| <| qn—Gm| (n,m. =TI,..24). 


‘ 
‘Setzt man in den Formeln (15b) und (15c), wie vorgesehen, Ppa=qn+rn,so darf man also nach 
_ steigenden Potenzen von r, entwickeln und gewinnt eine ausreichend genaue Naherungsformel, 
_ wenn man alle Glieder von héherer als erster Potenz vernachlassigt. Aus 


; ail} 
pee 
3 pant (41—Ga + 271) (Gi—Q2 + 274) 24; 
ie : 7 1 
S 4 Lb — 
Pa (G2—G3—271) (Q2a—Gi—2 7) 2 qe 


-findet man nach langeren, aber einfachen Umformungen durch Reihenentwicklung und Streichung 
aller Glieder, die in f von hoherer als linearer Ordnung sind, : 


a 


1 
4, Var vxK?—v? ‘ 


ae 1 5 nD (19)<s 
bee g Vay Vox? + a8 (vq4—v4) la } 
Mit (18) und (19) lautet dann fiir den Fall v <vx—e die Lisung des Stérungsproblems 
1 Y(z) = 2e— 87 (a coso,z +5, sino,2) fir z>0, (20a) 
: . Y(z) = 2e®*(acos 0,2 +b. sino,2) fiir 7<0. (20b) 
4 Die Bahnneigung an der Stérungsstelle z=0 ist 
2 Y’ (0)=— 200420, by = +204 +20, by. 
Einsetzen von (18) und (19) ergibt nach einigen Umformungen 
i a ca — pv Ee, is 
ue) [~(vK?—v*)] 7/20 0K? oe eis Es (21) 
Fi fi > 
4 c) Behandlung des Falles v > vx. Unter Beachtung der Formeln (15) bis (17) erhalt 
- man 
= G Bou 
. Aer arcs 
= apie (22) 


6 
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Fir die folgenden Rechnungen brauchen wir die Ausdriicke . | 


Wir denken uns jetzt die Lisung, genau so wie in den Formeln (20) dargestellt und finden fiir 


a, 6, und b, die Beziehungen: 


a+1b, = 


a- 


U 


pe 


é 
> 
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41 —99= 0 — 0p =i | (v?@— 0K?) ? ) 


91+ 49 = 0, + 02=% |x (v2 LK?) : | 


aod 
2 41 (41 — 42 +2 7) (Qi +42 +2 71) 
i Le 

242 (Go—Gi—271) (G2 + 41-271) © 


o) | 


Unter Benutzung der oben angegebenen Ausdriicke gq, +q, und Formel (17) erhalt man daraus 


nach langeren Umformungen 


b 


Die Ausdriicke (20a) und (20b) geben auch fiir den Fall v > vg+e die Lésung an, wenn fir | 
0, o, a..b die Beziehungen (22) und (23) eingesetzt werden. 


Fir die Bahnneigung an der Stérungsstelle z=0 findet man: } 


Die Glieder mit f treten erst von der zweiten Potenz an aufwarts auf und sind voraussetzungs- 


gemaB weggelassen worden. 


4, Auswertung der Ergebnisse. Die an der Stérungsstelle vorhandene Bahnneigung Y’ (0) 


1 
3 


Y (0) 23 ir oe ee. (24) 


2pv | 
| (ot oK Re” 


nee (23) 
= : : é | 
2 a | o(v? + |vt—vx') Vv'— vx! 


—1 


a Vv! — vx 


hat zur Folge, daB die Stérungskraft P dauernd in der Zeiteinheit eine Arbeit leisten muf. 


Bei Annahme kleiner Auslenkungen ist diese Leistung von der Gréfe: 


In unseren bisherigen Untersuchungen wurde zur Vereinfachung der Schreibweise die Stérungs- 
kraft gleich EJ gesetzt, wie aus (1b) hervorgeht. Wir setzen jetzt die Stérungskraft allgemein 


gleich P und finden damit 


Im Bereich v< vx —é ist also die durch den Wellenwiderstand hervorgerufene Verlustlejstung | 
proportional der Dampfung d. Bei der kritischen Geschwindigkeit vx nimmt sie dagegen um- | 
gekehrt proportional der Wurzel aus der Dampfung zu. Bei verschwindender Dampfung strebt 
sie gegen Unendlich. Im Bereich v>vx + ¢ tritt bereits ohne Dampfung eine Verlustleistung | 
auf!. Die von der Dampfung herriihrenden Anteile sind von quadratischer oder héherer Ordnung, | 
werden also in unseren Untersuchungen nicht beriicksichtigt. | 

In dem Ubergangsbereich |v—vg|<e gehen die drei untersuchten Falle ineinander iiber. 
Die Untersuchung dieses Bereiches ist mathematisch kompliziert, aber zur qualitativen physi- | 
kalischen Beurteilung nicht erforderlich, In Abb. 2-sind die Kurven L,(v) und L,(v) sowie der 
Punkt L, angegeben. Der in dem Ubergangsbereich etwa zu erwartende Verlauf ist durch die 


gestrichelte Kurve angegeben. 


Sabor way asO. Se lobe 


Lp PY). 


VEd P2vd 


mo? [m(vK?—v?)]3/2 


fir v<vuK—eé, 


. / 


A ad 
ae QT Rei f : 
4 V C(EJYP la fir v= vx, 

P2 
are cho Hees fir v>vugp+e. 
m /vt— vx? 
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Die Dampfung des Systems hat also zur Folge, daB bei der kritischen Geschwindigkeit die Ver- 


g lustleistung bzw. der Wellenwiderstand endlich bleibt. 


Auch die Amplituden und die Lange der Wellengruppe bei der kritischen Geschwindigkeit vq 
bleiben durch das Vorhandensein von Dampfung endlich und werden um so kleiner, je gréBer 
die Dampfung ist, wie aus (13) hervorgeht. Im Bereich v < vg—e wird das Aussehen der Wellen- 
gruppe durch das Vorhandensein von Dimpfung nur unwesentlich verandert, wie die Formeln 
(18), (19) und (20) zeigen. Im Bereich v >vx+ ¢ wirkt sich die Dimpfung dagegen wesentlich 


iy] 7 o i, 


Abb. 2. Die sekundlich von der Stérkraft zu leistende Arbeit L bei verschiedenen Dampfungswerten d. 
Alle anderen GréBen E, J, P,c, m, UR sind gleich 1 gesetzt. 


auf die Form der Wellengruppe aus. Die Amplituden in der Nahe der Stérungsstelle z=0 werden 
zwar nur wenig beeinfluBt, aber die Lange der Wellengruppe nimmt exponentiell zu, wenn die 
Dampfung gegen Null geht. 

In allen drei Fallen besteht die durch die wandernde Last hervorgerufene Auslenkung des 
Balkens aus einer mit der Stérungskraft mitlaufenden Wellengruppe, deren Amplituden nach 
beiden Seiten exponentiel! abklingen. Der vor der Stérungsstelle befindliche Wellenteil hat die 
kleinere Wellenlange. 


5. Anwendung der Laplace-Transformation zur Lésung des Stérungsproblems. Es soll hier 


_ kurz angedeutet werden, wie sich mit Hilfe der Laplace-Transformation die allgemeine Lésung 


der Differentialgleichung (2) finden 148t, und wie man aus dieser durch den Grenziibergang t+ 
die bereits angegebenen asymptotischen Lésungen gewinnt. Auf die bei diesen Ausfiihrungen 
an sich notwendigen, aber leicht zu erbringenden Existenzbeweise und Begriindungen der ein- 
zelnen Schritte wird dabei nur kurz oder gar nicht eingegangen. 


Als Anfangsbedingungen unseres Stérungsproblems fordern wir 
y¥(x,0)=0, ¥(x,0)=0. 


Wir setzen die Existenz der Laplace-transformierten aller in (2) auftretenden Glieder fiir it [p] =o 
voraus. Den Wert von o werden wir spater festlegen. Mit 


Serety (x,t) dt = 6 (%, p) 


findet man dann durch Anwendung der Laplace-Transformation auf die partielle Differential- 
gleichung (2) unter Beachtung der angegebenen Anfangsbedingungen folgende gewéhnliche 
Differentialgleichung fiir g(x, p): 
E = x ear = 0 
dg (x, p) Syms F , & e-P* fir x 22 0:, 
prey craw WR Pet) BAe Pel 
Das rechts stehende Stérungsglied verschwindet fiir « < 0, da wir uns voraussetzungsgemaB 
die Stérungskraft zur Zeit t=0 an der Stelle x«=0 aufgesetzt denken. 5 


= ise y t 
Te Seley et Aig 
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Da wir es mit einem beiderseits bnendlbek langen Balken z zu tun hisben eignet sich z 
sung der Differentialgleichung der Fourier-Ansatz 


AuBerdem ist 


+0 . rien S| 
e-P * = = 
Pe eee dk(x=0, Wes ie ‘a 
—o * 
Daren Einsetzen in die Differentialgleichung fiir g(x,p) gewinnt man damit eine Gleichung a 


A(k) und erhalt daraus 


ae : 


2ai(k —ip) (kt + av*p?+ Bupt+y) 


(p> 0). ar o 


ee 
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! 
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4 |) A >}.$. $$ 
Abb. 3. Abbildung der Halbebene i [p] > 0 auf die w-Ebene w (p) = (= (ap2+Bp+y) > 


Das setzen wir in die Integraldarstellung von g(x,p) ein: 


Ene ikx 


dk, (x0). 


g(xp) = tat] ree PD 


Fur x = 0 ist das rechts Atenas Integral gleich der Summe der oberhalb oa reellen Achse + 
liegenden Pole des Integranden. eax 
Wir wollen unter : \ » 


w(p) =|—@P pire Ep) 
den Waerclewae verstehen, der fiir R[p] > 0 im rechten Teil der oberen w-Halbebeneé Hee 


Dann sind k,=w(p), k,=iw(p) und k;=zip die drei einzigen Pole des Integranden von Be P).3 
die oberhalb der reellen Achse liegen. Weiterhin sei 


Dann erhalt man, wenn man statt w(p) einfach w schreibt, 


Pats 


sass iaiaeietenaaainbieaili dott Rien oe , 


{ 


ee ev% Bees 


pit ap +Bopty | (wripdu® (w—p)du® * 


Die Ausdriicke w( ae und g(x,p) haben in der p-Ebene zwei Verzweigungspunkte. Sie perme 
sich aus 


&(%,p) = 


w(p)=0 zu py = — Sa Et 


a 


Da alle Faktoren «, 8, y positiv reell sind, ie die Verzweigungspunkte immer links neben 
der imaginaren Achse. Um Eindeutigkeit zu erzielen, bringen wir von den Verzweigungspunkten 
zwei in die linke Halbebene hineinlaufende Verzweigungsabschnitte an und legen, wie bereits 
ausgemacht, den Betrachtungen das Blatt der p-Ebene zugrunde, bei dem sich die Halbebene 
R[p] > 0 in die rechte Halfte der oberen w-Halbebene abbildet wie in Abb. 3. Der erste Summand 


von g(x, p) hat vier Pole, und zwar sind es dieselben vier Pole P1> Pz» P3> Pa Wie in den Formeln (11) 
_ Von dem zweiten und dritten Summanden des Ausdrucks g(x,p) interessieren im folgenden nur 
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ene der imaginaren Achse liegenden Pole. Die Pole des zweiten Summanden bestimmen 
sich aus: 


w(p)—-ip=0. 
Eine einfache Untersuchung dieser Gleichung zeigt, daB rechts der imagindaren Achse nur ein 
Pol liegt und, zwar an der Stelle p,. 


Die Pole des dritten Summanden bestimmen sich aus 


w(p)—p=9. 
Es zeigt sich, daB rechts der imaginaren Achse nur ein Pol liegt, und zwar an der Stelle p,. Es 
1aBt sich also stets eine Parallele zur imaginaren Achse angeben mit der Abszisse o > 0, die alle 
Pole und Verzweigungspunkte von g(x,p) zur Linken 1a8t. In der Halbebene St, [p] = o ist dann 
§8(*,p) ttberall regular analytisch und geht hier fiir sehr groBe p-Werte mit einer héheren Potenz 


als der vierten gegen Null; denn aus Abb. 3 folgt, daB die Exponenten der in g(x,p) auftretenden 
_¢-Funktionen in diesem Bereich tiberall einen negativen Realteil besitzen. 
Unter diesen Voraussetzungen wird durch das Integral ‘ 
i io+o 
LA) eae saz | (*P) eP*'dp 
— 8 CO = 0) 
eine stetige Funktion mit stetigen Ableitungen y’,... y'Y und y, ¥ dargestellt. Nur an der 


Stérstelle «—vt=0 sind y™ und y!V unstetig. Diese Funktion ist die Lisung des Stérungs- 


_ problems. 


Wir spalten das Integral in folgende drei Bestandteile auf: 


+io+o 


1 e—P (#2) q 
m1 Bai J plactp + popty ?? 
—10o-+o0 
+io+o 
il eee Dit 
J2= amt (w —ip)4w® are 
—’to+a 
+ino-+ fo 
\ ai] SUP 25 JOO d 
¥3 Oni (w — p) 4? B 
—io+o 
¢ ’ 
mit w= |/—(av®p? + Bop+y). 


Der Ausdruck y, ist mit Ausnahme des Integrationsweges identisch mit dem Integral (8), 
da x—vt=z ist. Die Ausdriicke y, und y, haben einen schwierigeren Aufbau. Eine allgemeine 
Berechnung konnte nicht angegeben werden. Fiir den Grenzfall t + © 1aBt sich aber zeigen, daB 
¥2 und yz gleich der Summe der rechts der imaginaren Achse liegenden Residuen sind. Aus Abb. 3 
sieht man namlich, daB iw(p) und —w(p) auf der imaginaren Achse iiberall regular analytisch 
sind und hier nirgends einen positiven Realteil besitzen. Die Integranden von yp und y; sind 
dann auf der imaginaren Achse iiberall regular analytisch und gehen hier fiir grobe p-Werte 
mit der viertem Potenz oder noch starker gegen Null. Man findet deshalb durch partielle Inte- 
gration 


+ 100) : + 10 
PEPE IA IN) il d wx 7 
mee Dye ee dp. 
ig rper i? Sine tC ip woipe | B 
—ioo —io 


Das rechts stehende Integral existiert; daraus folgt, daB der Ausdruck fiir groBe t-Werte min- 
destens wie O(1/t) gegen Null strebt. Daraus folgt weiterhin, daB y, fir t+ gleich der Summe 
der Residuen der rechts der imagindren Achse liegenden Pole ist. Fir y; findet man mit dem- 
selben Verfahren das gleiche Ergebnis. Der Integrand von y, hat nur den Pol py und der Inte- 
grand von y3 nur den Pol p, rechts der imaginaren Achse. Die Residuen um diese beiden Pole 
sind nun aber gleich den negativen Residuen des Integranden von y, um die beiden Pole p, 


ee Ve eee 
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Be | 


y 
] 


und p,4. Man sieht das leicht, wenn man den Integranden von y, mit (w-+ip) (w?—p?) und den | 


von yz mit (w+p) (w?+p?) erweitert und dabei die aus dem Vorhergehenden folgenden Be- 
ziehungen w(p,;)=p, und w(p,)=tp, beachtet. Der Ausdruck y, ist nun aber im Falle x—vt > 0 


gleich Null, im Falle x—vt < 0 gleich der Summe der Residuen der vier Pole pj, Ps, Pz, Pa- Wegen- 


Y(z)=lim (y;+.¥%2 +43) mit z=x—vt 
to 


folgt daraus, daf fiir z < 0 die asymptotische Lésung Y(z) gleich der Summe der Residuen des | 


Integranden von y, um die beiden Pole p, und p; undim Falle z > 0 gleich der Summe der ne- 
gativen Residuen um die Pole p, und p,ist. Fiir Y(z) ist damit auf einem umstandlicheren Wege, 
der allerdings in dieser sehr gekiirzten Rechnung nicht richtig zum Ausdruck kommt, dasselbe 
Ergebnis gefunden wie in Forme] (8). 


6. Zusammenfassung. Fiir den mit Diampfung behafteten, unendlich langen, federnd ge- 
betteten Balken wurden die Auslenkungen ermittelt, die von einer mit konstanter Geschwindig- 


keit bewegten Last erzeugt werden. Der sich nach sehr langer Zeit einstellende Schwingungs-’ 


zustand wurde mittels eines einfachen direkten Verfahrens bestimmt, auBerdem aber ein umstand- 
licheres Verfahren kurz skizziert, bei dem diese asymptotische Lésung des Problems in der 


ublichen Weise durch den Grenziibergang t> oo ermittelt wurde. Die asymptotische Lésung © 


stellt ‘einen stationdren, mit der Stérungslast mitlaufenden Wellenzug dar, der nach beiden 


Seiten exponentiel! mit dem Abstand von der Stérungsstelle abklingt. Bei einer gewissen kriti- - 


schen Geschwindigkeit v=vx sind die Amplituden und die Lange der Wellengruppe besonders 
groB und gehen gegen ©, wenn die Dampfung des Systems gegen ,,Null* geht. Unterhalb 
der kritischen Geschwindigkeit ist die von der Stérungskraft zu leistende Arbeit pro- 


portional der Dampfung d, geht also mit d> 0 ebenfalls gegen Null. Ein Stiick oberhalb der — 


Arbeit leisten. Bei Hinzunahme von Dampfungskraften andert sich diese Verlustarbeit nur 
quadratisch mit d, darf also bei sehr kleinem d vernachliassigt werden. Bei der kritischen Ge- 
schwindigkeit v=vx ist die Verlustarbeit durch Dampfungskrafte besonders groB und geht fiir 
d+ 0 umgekehrt mit der Wurzel aus d gegen Unendlich. Diese Ergebnisse finden eine gewisse 
Analogie bei der Fortbewegung eines Kérpers in einer Fliissigkeit. Unterhalb der Schallgeschwin- 
digkeit ist die Antriebsarbeit nur von den Reibungskraften abhangig und ist Null in einer rei- 
bungsfreien idealen Fliissigkeit. Oberhalb der Schallgeschwindigkeit ist hingegen auch bei rei- 
bungsfreier idealer Fliissigkeit eine Antriebsarbeit erforderlich wegen vom Kérper verursachter 
Wellenabstrahlung. Bei der Schallgeschwindigkeit selbst ist die Energieabstrahlung besonders 
grof. 


(Eingegangen am 30 Juni 1947.) 


_kvitischen Geschwindigkeit muB dagegen die Stérungskraft auch bei Dampfungsfreiheit bereits _ 
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Eine ebene Potentialstrémung in der Umgebung der Schallgeschwindigkeit. 
Von F. Reutter in Karlsruhe. 


1. Im folgenden soll die adiabatische, kompressible, reibungslose und wirbelfreie ebene. Gas- 
- strémung, insbesondere in einer gewissen Umgebung der kritischen Schallgeschwindigkeit, unter- 
sucht werden. Das eingeschlagene Verfahren steht zwischen der in der Gasdynamik bekannten! 
linearisierten und der strengen Theorie. Im Gegensatyz zur linearisierten Theorie sind hier die 
Charakteristiken im Uberschallbereich sowohl in der Strémungs- als auch in der Hodographen- 
ebene keine Geraden mehr. Auf die physikalischen Folgerungen, die Untersuchung des Verdich- 
tungsstoBes und andere Fragen soll hier nicht eingegangen werden; wir werden uns hier auf die 
mathematische Diskussion beschranken. Die numerische Behandlung einiger Beispiele soll in 
einer spadteren Mitteilung folgen. Die zugrundegelegte Differentialgleichung ist besonders zur 
_ Untersuchung des Durchganges durch die Schallgeschwindigkeit geeignet. Es werden die theo- 
_ retischen Grundlagen angegeben, um zu einem vorgegebenen Profil in der Strémungsebene Po- 
- tentialfunktion und Geschwindigkeitsverteilung zu bestimmen. 


2. Die zu untersuchende Strémung soll nicht allzusehr von einer ungestérten Parallelstrémung 
abweichen. Deren Richtung sei die x-Richtung eines rechtwinkligen kartesischen Koordinaten- 
systems. Der Geschwindigkeitsvektor w der gestérten Strémung ist 


Bt <, w=u(x,y)i + v(x, y¥) f= (ua + uy (x,¥)) i+ (x, y)j, 
und es gelte die Bedingung 
<i 


v 
u 


Die Stromdichte ow wird durch Division mit @gw,, (Q9= Dichte im Ruhezustand, w,, = maximale 
Strémungsgeschwindigkeit) dimensionslos gemacht. Bezeichnet noch c* die kritische Schall- 


4 geschwindigkeit, so kann O (= 


) e ohne die sonst in der linearisierten Theorie weiter 
oe) 


20 Moco 


gemachte Annahme ee u? fir 0,5 <= as 1,5 in recht guter (fiir Eis yosS es 1,25 sogar in sehr 


guter) Annaherung durch 


0(2)-6,40,(<=*) o 
ersetzt werden?. Dabei ist ; ae 
ee aye 


~ = 2. —Verhiltnis der spezifischen Warmen bei konstantem Druck bzw. Volumen. 
_ , 


Mit ce x Zi 0, x—1 
Gin 1 Baa lane 
i) (1— x.—1 3) x—1 
“x+1l ° 
M= ae = Machsche Zahl der Parallelstrémung und den Substitutionen 
€ 
epee _— (2) 
Ua Ua 
ergeben die Bedingungen der Quellen- und Wirbelfreiheit die Differentialgleichungen 
dU +s aV aU av 
- ————— =. 3 
; U 0x ! Oy Ue Cg 0% (3) 
Mit U=®,, V=@, erhalt man fiir das Potential ® (x,y) die quasilineare partielle Differential- 
gleichung? Ew NG sat eg (4) 


1S, z.B. R. Sauer, Gasdynamik. Berlin 1943. 
2 Auf Grund einer miindlichen Mitteilung von Herrn Klaus Oswatitsch. 
3 Die Gl. (4) ist wahrscheinlich schon frither (u. a. von Riabouchinski) angegeben worden, doch stand 


Literatur dariiber nicht zur Verfiigung. 
*® 
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3. Die unmittelbare Behandlung der Strémung in der (x, y)-Ebene mit Hilfe der Differential- 
eleichung (4) stéBt auf erhebliche Schwierigkeiten. Ihre Ursache ist die Nichtlinearitat von (4), 
die eine Uberlagerung von z. B. durch Separation leicht zu gewinnenden Partikularlésungen nicht 
gestattet und daher entweder nur Profilformen erlaubt, die durch eine einzige Partikularlésung 
mit festen Konstanten bestimmt sind oder zur Zerlegung des Strémungsbereiches in mehrere 
Teilbereiche mit abschaittsweise veranderlichen Konstanten zwingt. Das letztere ist aber nur im 
Uberschallbereich zuldssig, und die auf dem ersteren Weg zu gewinnenden Profilformen haben 
wenig praktische Bedeutung. 

Daher ist die Linearisierung von (4) unbedingt erforderlich. Der einzige Weg hierzu wird durch 
die Legendretransformation geboten, da die Mollenbroektransformation hier auf eine wesentlich 
kompliziertere Gleichung fihrt. 


4, Mit U=U(x,y), V=V(x,y).als neuen unabhangigen Verdnderlichen wird das System (3) | 


Diy, ORs Pye 
MS gt ae SAR ie 
oder mit 
x=pu, Y=HvV (5) 
einfacher | 
—Ugry + puu=0. (6) "| 


Damit ist eine lineare Differentialgleichung fiir das konjugierte Potential g(U,V) gewonnen. 
Die zugeordnete Gleichung fiir die Stromfunktion geben wir nicht an, da sie nicht behandelt | 
werden kann. | 
Wir ermitteln partikulare Integrale der Gleichung (6) zunachst durch den Ansatz _ , 
p(U,V)=R(U) S(V). | 
Dann ergeben sich fiir R(U) und S(V) die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter | 
Ordnung 


| 


R'(U)—AUR(U)=0, (6*) 
| S™(V)—AS(V)=0. (6**) | 
Das allgemeine Integral von (6*) kann mit Hilfe von allgemeinen Zylinderfunktionen der Argu- 
mente U%/? und 1U?/? dargestellt werden. Es wird jedoch zweckmafig direkt in Form einer 
Potenzreihe bestimmt. Der Ansatz R(U)=y)+y,U+y,U?+y,U3+... liefert 
VG a Ve Va at Neca ? 


Avg) A y5(A) 
Gy As Py US 
SBN in ee eee 


AeA) 


Pet shay (A) Ay, Ay 
(GN) ess Wy AV 3) _ Avs 
Ec amma Iara ate = anh 


V4 V7 10 LOO eee 
Ayes 
rel x 
Diora. (§—1) 
Dabei ist 
Bee e (3n+3) (3042) 13? 3-444) (30-3 
o? =lim 7" = lim : = lim 221! Stim BEPO Bee) 2 
Beers whee ete Tee COM Le Dae 3 


| 


Die Reihe fir RU) ist also in U und 4 bestandig konvergent. Wir schreiben mit yo? = Ons 
yy” =f, und ; rie” | 


oF A Ve a8 | 
Fall) (1 a Cons sar on oeak Gg ape Melt | | 
A z 98 | 

UW aha 3 i) | 
Q:(U) (1 423 ii veer TDR a ee | | 
Ri (U) = a2 P2(U) + BiQa(U). | 


Daher lat sich eine einzelne Partikularlésung von (6) in der Form 


; ga(U, V)= (aa Pi(U) + BQ: (U)) (4,60 VAV+B, Sin av) 
oder 8 
i ga (U, V) =I'a(a2Pa(U) + B,Qa(U)) Gof (VAV—e) ‘ 


ee q Fa 


Reutter: Eine ebene Po 


pond 
Da die Separationskonstante A zunichst alle positiven und negativen! reellen Zahlen durch- 


~ laufen darf, erhalt man durch Superposition folgende allgemeinste Lésung: 


+00 
— P(UV)=J Goi (AV —e) (a(A) Ps (U) +B (A) Q(U)) da. (9) 


Die Funktionen a(A) , B(A) sind gema® den Randbedingungen zu bestimmen. 


_ Aus den Randbedingungen kann man zusammen mit der Bedingung im Unendlichen ein System 
_ von simultanen Integralgleichungen erster Art fiir die Funktionen a(A) und f(A) gewinnen. Im 


ga(U, V)=R,(U) 6oj (AV—e) , | (8) 
so lassen sich die Aquipotentiallinien aus der Gleichung y,(U, V)=c bestimmen. Es ist 
1 c 
V= Wa (at Li ean) + e) . (9): 


Fir die Parameterdarstellung der Stromlinien €=&(U), 7=7(U) erhalt man die beiden ge- 


allgemeinen wird das Integral (9) durch eine Summe mit noch anzugebenden A-Intervallen an- 
genahert. Dabei kénnen statt der Funktionen Coj \/a V bzw, Gin ya V auch cos Va V baw. 
sin ya V auftreten. Doch wird hierauf im folgenden nicht mehr besonders hingewiesen. 


5. Es liegt nahe, zunichst die durch eine einzelne Partikularlésung g,(U,V) bei festem A 


und gegebenem aj, fj, ¢ dargestellte Strémung zu untersuchen. 
Schreibt man die Potentialfunktion (8) mit J,;=1 in der Form 


Daraus ergibt sich fiir die Aquipotentiallinien die Parameterdarstellung 
Ri’ (U) 
Ri(U) ’ 


x ( U) = 


y(U) =A? —R2(U). 


woéhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung 
dé apa) > RI 20) 

=A 

dU y VRi (U)—2 


9 - 


/ (11): 


aH. 5 ny? Ra Ri’ — RX? 
fe = VRMO-4 Re : 


Bei jeder durch (10) und (11) beschriebenen Strémung sind, da P,(U) und Q,(U) ganze Funktionen. 


sind, wegen (5) endlichen Punkten der (U,V)-Ebene nur endliche Punkte der Strémungsebene 
zugeordnet. 


6. Die Strémung um ein nichtangestelltes? Profil oder durch eine Diise erfolgt i. a. sym- 


- metrisch zur Symmetrieachse der Diise bzw. des Profils. Als solche wahlen wir die x-Achse. 


- Die Koordinaten der Punkte des Strémungsbereiches sind gemaf (5) 


x= (a; Pi’ (U) + BiQi (U)) (Ar Gof VAV+B, Sin AV), — | 
y=VF (aa Pr(U) + Bx Qs (U)) (As Sin VAV+ BiGoj AV). 


Nun soll bei beliebigem U fiir y=0 auch V=0 sein. Diese Bedingung ist zunachst nur er- 
filllbar, wenn B,=0. Dann wird mit A,=1 


ga(U, V)= (aa Pa(U) + Br Qa(U)) Gof JA V. (13): 


Andererseits ist dann fiir V=0 ein von Null verschiedener y-Wert iiberhaupt nicht mehr méglich. 
Daher kénnen auch durch Uberlagerung von unendlich vielen Partikularlésungen der Form (13) 


Profile mit horizontaler Tangente nicht. behandelt werden. Da aufierdem die gemaf (12) ge- 
 bildeten Reihen fiir x und y fiir alle Werte von Uund|V|<|U| konvergent sind, bereitet auch die. 


Erfiillung der Randbedingung im Unendlichen einige Schwierigkeiten. 


1 Im letzteren Falle wird mit ya= ip, A=—p?, u> 0: Coj yav= cos Ve V, Sin yave= isin Vu. 
2 Die folgenden Uberlegungen lassen sich auch auf angestellte Profile ausdehnen. 
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7. Man kénnte nun versuchen, durch Auswahl einer geeigneten Folge Ay von A-Werten zu | 


erreichen, daB y (U, V)= >|» (U, V) im Falle V=0 nur fiir |U|<|U,| mit Us = (ua—c*)/ta 
vy ; { ! 


me ier | 
ic oS ARN a, : 
- a 


hiv 


a 
—. 
o} 


konvergiert. Eine Singularitat der Potentialfunktion fiir U—>U, und V=0 1aft sich jedoch 
besonders einfach erreichen, indem man ein in (13) nicht enthaltenes Partikularintegral der _ 


Differentialgleichung (6) als Doppelreihe ansetzt, die im Falle V=0 pur fir |U|<|Ua| kon- 


vergiert. Die einfachste Form einer solchen Reihe ergibt sich ohne willktrliche Konstanten zu 


(UV > aston Uaes 
1 — (8n+483)(3 n+ 2) 


mit ajo =0, a Se GT a Spe 
00 » “3n,0 [Ua 2” > 3n, 2m 2m(2m—1) 3n+3,2m 


(14) 


Wahlt man nun fiir J die positiven ganzen Zahlen J,y=vy (einschlieBlich der Null) und setzt 
Gy = Pr(U, V), Piy(U)= Py(U), Qy(U)=Q(U), 


so erhalt man fiir die gesamte Potentialfunktion 


9 (U,V) = > [x Py(U) + By Qr(U)] Of Vy V+ GU, VP), 14") 


y=0 
Hierin sind noch die ay, By durch die Profilbedingung (Abschnitt 8) zu bestimmen. 
Statt aus den Partikularlésungen (13) aufzubauen, kann man auch den ersten Anteil der 
Potentialfunktion als Doppelreihe mit unbestimmten Koeffizienten in der Form 
_ (k+3)(k+2) 
EAS) 


ansetzen und die frei verfiigbaren Koeffizienten ¢,, und ¢,, mit Hilfe der Profilbedingung be- 


Ch+3,1—2 


gi (U, v)=> ogy UV mit oy 
kt 


stimmen. SchlieBlich kann auch in (14*) vor g(U, V) noch eine Konstante y gesetzt oder es- 


kénnen weitere Konstanten in »(U, V) von Null verschieden gewahlt und statt dessen eine 
kleinere Anzahl von Konstanten ay, J, in die Profilbedingung eingefithrt werden. Mit Riicksicht 
auf diese verschiedenen méglichen Formen von @ wird die Profilbedingung in Nr. 8 zunachst 
fiir eine Strémung ohne Singularitét aufgestellt. Im allgemeinen Falle sind noch die aus dem 
Gliede p(U, V) in (14*) sich ergebenden Glieder in den Gleichungen (18a bis c) hinzuzufiigen. 
Es ist zwar nicht nachgewiesen, das die durch @ eingefiihrte Singularitaét in dem der An- 
strémgeschwindigkeit entsprechenden Punkte (Ua, 0) der (U, V)-Ebene den gewiinschten Cha- 
rakter (Dipol) zeigt. Im folgenden werden aber einfach Strémungen behandelt, die die durch 
diese Wahl von @ definierte Singularitat besitzen. Es besteht zudem unter Umstanden die Még- 
lichkeit, durch eine geeignete Transformation der Differentialgleichung (6) weitere Partikular- 
integrale mit anderen Singularitaten zu erhalten. . 


8. Zur Behandlung einer Profilstrémung ist langs der Kontur des Profils y=f(x) das Ver- 


haltnis — =fi(x) zu setzen. Wegen u=Uua+ c*, v= Vita lautet die Profilbedingung in U,V 


v Vera dy 
us U t,+c* dx (15) 


Andererseits ist wegen (5) 


dV 
dy i PUVaais PV Vecnan 


dV 
HEE AN AGN a 
Daher ergibi sich mit dy/dx=m, dV/dU=m (wobei zunachst, da m nicht ohne weiteres be- 
stimmt werden kann, unter Vernachlassigung, der Glieder mit dm/dU fir die numerische 
Rechnung m~ m zu setzen ist) als Profilbedingung 


ie Puy + ~Prym (16) ] 


: guu + Puvm © @ 
Diese Gleichung gilt langs der ganzen Kontur. In den Punkten P(x, y) des Profils y=f(x) miissen 
also die Gleichungen 
x=qgu(U,V), | | 
y=ov(U,V) (17) 
guy (mm— 1)+(Um—m) gyv=0 | 


4 =a 


zusammen erfiillt sein. So ergibt sich die Behandlung eines Profils ohne horizontale Tangente 
in folgender Weise: . 

Auf der Kontur des Profils wird eine Anzahl von n° Punkten P,(%p,¥p) herausgegriffen, in 
denen auf Grund von (17) die folgenden Bedingungen zu erfiillen sind: 


% 
4 


a. Fo! 


‘ m= 2 (%» Py! (Ux) + By Qy’ (U,)) Coj Vr Vu 7 (18a) 
=D) (a P, (U,) te By Qy (U,)) ys Sin Lap Vie ! (18b) 


; (ial, 250 ten). 
(mim, —1) >) (ey Py’ (Uz) + By Oy’ (Uy) Vay Sin Vy Va + 


v=1 


n Ate (18¢) 
—(m, —Um,) 2, (a Py (Uy) + Bo Qy (U,)) Cof Vay Viu=0. 


* - 
Dabei ist noch zu setzen V,=m, (U, Heel . Dies ist ein System von 3n Gleichungen fiir die 2n 


linear auftretenden Unbekannten gy, By, wahrend die n Unbekannten U, in P,(U,), Qy(U,) 

und gegebenenfalls (U,V) — s. Nr. 7 — transzendent vorkommen. Denkt man sich die 2n 
_linearen Gleichungen (18a,b) nach a, By, aufgelést und die erhaltenen Werte in (18c) ein- 
_ gesetzt, so ergibt sich ein System von n Gleichungen fiir die U,, die theoretisch transzendent 
sind, praktisch als algebraische Gleichungen héheren Grades behandelt werden. kénnen. Wir 
_denken sie iterativ gelést, indem wir sie in bekannter Weise auf ein System von linearen 
Gleichungen fiir die jeweiligen Verbesserungen AU, zuriickfiihren. 


eh 


Die Geschwindigkeiten U, in den einzelnen Profilpunkten geniigen nach Elimination der 
ay, Py einer Beziehung D(U,, U,,...)=0. Multipliziert man die einzelnen Gleichungen (18a) 
mit dem zugehdrigen y,, die entsprechenden Gleichungen (18b) mit x, und subtrahiert sie von- 
_einander, so erhalt man ein System von n linearen homogenen Gleichungen fiir die 2n Un- 
-bekannten ay, fy und daher zusammen mit den Gleichungen (18c) gerade 2n lineare homogene 

Gleichungen fiir die 2n Unbekannten a), By. Die Determinante dieses Systems sei D(U,,Up,...). 
Die n Werte U, erfiillen daher die Gleichung D(U,, U,,...) = 0. 
: Beim Arbeiten mit den Gleichungen (18) ist zu beachten, dais auf Grund von (7) 


p(Uv)=P, (zu), a(u)=—-@,(\2 uv) 


. ya 
wird. Mit A=o? gilt auch ; 
1 
P,(U)=Pzs (6U), Q:(U)= 2. Qa (0), 


Pj (U)=oP,3 (cU), Qi (U)= Qs (aU). 
“Es empfiehlt sich daher, fiir die Rechnungen ein fiir alle Male die Funktionen P,(t), Q,(t) — 
t= oU — samt ihren ersten Ableitungen zu tabellieren. Sie sind in Abb. 1 dargestelli. 


Nach Bestimmung der Konstanten ay, fy liefert 
dV Ce dV 
(gor t err ay) (U tz) (pou 4 pura) V= 9 Ce. 


_ die Differentialgleichung der Stromlinien in der (U,V)-Ebene. Durch Einsetzen ihres Integrals 
V=V(U,c) in (18a, b) hat man die Parameterdarstellung der Stromlinien. Man integriert (19) 
eventuell graphisch, zeichnet die Integralkurven auf und nimmt die Ubertragung der Strom- 
linien in die (x,y)-Ebene gema8 (18a, b) numerisch vor. Einfacher ist es, die Aquipotentiallinien 

- aufzuzeichnen und die Stromlinien als ihre Orthogonaltrajektorien zu konstruieren. 

Die praktische Auflésung des Systems (18) stoBt auf grofe rechnerische Schwierigkeiten, 
fiihrt aber bei Verwendung einer zu geringen Anzahl von Profilpunkten zu ziemlich ungenauen 

- Resultaten. Es erscheint daher zweckmaBiger, mit einer gréReren Anzahl] von Profilpunkten zu 
arbeiten und zu vorgegebenen Werten von m,, U, und ay oder fy die Gréfen x,, y, und By 

oder ay aus einem linearen Gleichungssystem zu bestimmen. Dann kénnen nach (15) die Werte 
von m zum Einsetzen in (18c) auch ohne Vernachlassigung des Gliedes mit dm/dU ermittelt 

20 


Band 1948. Reutter: Eine ebene Potentialstrémung in der Umgebung der Schallgeschwindigkeit. 303 


a TAY 
2 = yr 
\ 


304 Reutter: Eine ebene Potentialstrémung in der Umgebung der Schallgeschwindigkeit. _ Ingenieur-Archiv 
304) |“ Reutter? Hine ehene Soken raise G Maung Lek Te ree Oe ee 


‘werden. Freilich ist man jetzt 
zum Teil wieder auf den Weg 
des Probierens zur Erzielung 
brauchbarer Profilformen an- 
gewiesen. Ausgehend von der 
direkten Behandlung des Sy- 
stems (18) fir nur 3 bis 4 
Profilpunkte kann man dann 


Anhaltspunkte fiir eine solche 
umgekehrte Behandlung _ be- 
nutzen. Oder man kann auch 
direkt vorgehen, indem man 
(unter. Beibehaltung der U,- 
Werte) immer wieder je einen 
neuen Punkt P,, (x,, ¥.) zu den 
3 bis 4 Ausgangspunkten hinzu- 
nimmt, ein weiteres Glied py 
mit zugehérigem A, der Poten- 
tialfunktion anfiigt und sein 
ay, py, U, bestimmt. Das ge- 
gebene Profil erfahrt jetzt 
schrittweise gewisse Abdnde- 
rungen, da die gemaf (18a, b) 
berechneten x- und _ y-Werte 

_ durch die Zusatzglieder gy, der 
Potentialfunktion Korrekturen 
erleiden. Die Stelle des Durch- 
gangs durch die Schallgeschwin- 
digkeit ergibt sich, indem man 
die zu U=0 gehérigen Werte x 
und y aus (5) berechnet, und 
man erhalt auch eine Parameter- 
darstellung der zu u2?-+v2 = c*? 
gehorigen Isotache, die fir 
Diisenstr6mungen von groBem 
Interesse ist. 


Abb. 1. Verlauf der Funktionen P,(t), Q,(¢) und ihrer ersten Ableitungen. 


9. SchlieBlich mégen noch zwei Wege angedeutet werden, um sich von der Beschrankung 
auf Berandungen mit nichthorizontaler Tangente freizumachen. Allerdings kann wegen der jetzt 
auftretenden Verzweigungsstellen der Potentialfunktion in der (U,V)-Ebene AnlaB zu Singu- 
laritaéten bestehen, die wir hier nicht diskutieren kénnen. 


Einmal kann man versuchen, die Potentialfunktion in der Form 
(U,V) = >) (ay Py(U) + By Qy (U)) (Vay Gof Van (V—e) + Var Gof Var(V+e2)) (20) 
Vv 


' anzusetzen, wo der zweite Faktor jetzt fir V=+e und V=—e Verzweigungsstellen besitzen 


soll, d. h. eigentlich in der Form \coi? ay (Vz é)* zu schreiben ware. An den Verzweigungs- 
stellen tritt ein Umschlag der Vorzeichen ein, so da eine Partikulirlésung p,(U,V) drei Zweige 
mit etwa folgender Vorzeichenkombination in den beiden Gliedern der zweiten Klammer in 


(20) besitzt: 


aa 
v¥=0 Umschlag bei V=—e, 
y>o — + Umschlag bei V=-be. 


Beziiglich der Konstantenbestimmung sei hier nur angedeutet, da jetzt auch ¢ an Stelle eines 


Paares xy, By durch die Randbedingungen festzulegen ist, und da®B die den Verzweigungsgeraden - 


V—=-+e entsprechenden singuliren Punkte der Strémungsebene i. a. ins Profilinnere fallen. 


die gewonnenen U,-Werte als _ 


Bey oc ene ly er gy it Des 
i bY Be? * a * 7%, ' A 
i a s — 4 
— haat ¥. 
o= [use i aie 


Be 


a 


i 
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Durch den Ansatz (20) verzichten wir allerdings auf die gewéhnlich geltende Voraussetzung? 
aumkehrbar eindeutiger Zuordnung zwischen Strémungs- und Hodographenebene, die freilich 
in anderer Art auch bei der Parallelstrémung und der Strémung um konvexe Ecken nicht mehr 
erfillt ist. Die Méglichkeit des Auftretens von Verzweigungsstellen in der Hodographenebene 
und einer mehrfachen Uberdeckung der Strémungsebene an sich ist (von den Grenzlinien 
der adiabatischen Strémung her) in anderem Zusammenhang bekannt?. Dasselbe gilt auch von 
dem in Abschnitt 10 noch angedeuteten Verfahren. . 


10. AuBer den durch Separation der Differentialgleichung (6) gewonnenen Partikular- 
lésungen kann man noch Lésungen folgender Art mit heranzichen: 


p(U; V)= /C—V? (U,V) + C+ V? (U,V), 
wo wy, und yw, Potenzreihen von der Form 
Y1 (U,V) =a, V+ agg V8+ - + > +-U (ay V+ a,3V2+---), 
Po (U,V) =boy V+ bog V2+ - > + + U (by, V+ b,3V3+- --) 


sind. Fir y-Werte in der Nihe der Achse und —C< V=<-+C erhalten die beiden Wurzeln in 


jeder Klammer entgegengesetzte Vorzeichen, sonst gleiche. Wir miissen uns also die Potential- 
funktion y in der Form 
‘ 


p(UV) = 
= \(VC—V? y+ C+V? y,)° 


vorstellen. 


Die ao, 44%, 5o,, 54, sind so 
zu bestimmen, dai die x-Achse 
Stromlinie wird, wobei_ iiber 
0p 4-81, — b=) ‘frei 
verfiigt werden darf. Alle iibri- 
gen Koeffizienten bestimmen 
sich dann rekursiv: 


1+2)(14+1 
kl = aera 3,142 + 


1 : 2. 
EG=1) pat Ee 
(F + 1) +2(I—n) 
x 


eos 


(21) 


ak —3,1—n 


i= Oded eee a — Die 
Funktionen y(U,V) wurden 
zur Vorbereitung der Behand- 
lung von Beispielen fiir einen -97 
zur numerischen Rechnung in 
Frage kommenden U, V-Bereich 
tabelliert. Abb. 2 zeigt z. B. 


eine Darstellung der Funktion 
5-2 (U,V). 

Durch die Uberlagerung 
o(U, V) =S gy +y(U,V) wird 
auf Code der angegebenen 


5 : % 1 
Vorzeichenvorschrift Ly eine, uns Abb. 2. Verlauf der Funktion Rp ve (U, V)} 
gerade Funktion in V. Die ‘ur verschiedene Werte von V. 


1 R. Sauer, Gasdynamik, S. 94. 
2 Tollmien, Z. angew. Math. Mech. 21 (1941), 5. 140. 


20* 


bedingungen, x U, dagegen geniigen edt ra (aul fir das. Verfahren in » Abschnitt 9) 
einer Gleichung D(U,, Ug, irs) =a0 a 

La8t man die durch Separation zu gewinnenden Partikularlésungen ganz auBer Betracht, | 
so kann man die Potentialfunktion als eine allgemeine Doppelreihe in U, V ansetzen, doch treten i 
dann viele andere Schwierigkeiten auf. Man wird daher u. U. am besten von dem vorliegenden — 
Verfahren in Abschnitt 7 und 8 fiir die spitzennahen Profilteile Gebrauch machen und den 


flacheren Profilteil, wenn er im Uberschallgebiet liegt, nach der gewéhnlichen linearisierten Theorie’ 
behandeln. \ 


} 
' 


11. Mit den vorstehend gegebenen mathematischen Grundlagen sollen so bald als méglich 
einige Beispiele numerisch durchgerechnet werden. Hierzu gehéren auch die Berechnung eines: 
Netzes von Aquipotentiallinien und die Konstruktion der zugehérigen Stromlinien zu einer 
einzelnen Partikularlésung (8) fiir verschiedene Werte der Konstanten, die Konstruktion von 
Isotachennetzen usf. AuBerdem ist das hier angegebene Verfahren besonders zweckmabig fiir 
entsprechende Probleme, bei denen freie Oberflichen auftreten. Fiir diese numerischen Rech-_ 
nungen sind zwar durch Tabellieren der benétigten Funktionen und Doppelreihen schon zu- 
sammen mit den vorstehenden theoretischen Rechnungen wichtige Vorarbeiten geleistet wor- 
Con sie werden aber doch noch geraume Zeit beanspruchen. : 


1 


(Eingegangen am 25. Juni 1947.) 


. 
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Halbebene und Parallelstreifen mit verinderlichem Elastizitiitsmodul. 


Von F. Reutter in Karlsruhe. 


1. Einleitung. Elastische Medien mit verinderlichem E-Modul wurden bisher noch wenig be- 
handelt. Es seien zwei auferlich recht verschiedene Fragenkomplexe genannt, bei denen ein 
veranderlicher E-Modul eine Rolle spielt. So nimmt man bei der Untersuchung der Druck- 
verteilung im Baugrund vielfach an, daB der E-Modul mit der Tiefe linear zunimmt, oder sogar, 
da zunachst mit zunehmender Tiefe eine Abnahme und anschlieSend wieder eine Zunahme 
erfolge’, Der ersten Annahme entspricht die Halbebene mit linear zunehmendem E-Modul?; 
der zweiten kann unter Umstinden ein Parallelstreifen mit einem von beiden Randlinien nach 
der Mitte zu abnehmenden E-Modul zugeordnet werden. Die vorliegenden Untersuchungen, 
die im Anschlu8 an eine Zusammenarbeit mit Herrn W. Fliigge entstanden, sind in erster Linie 
folgender Frage gewidmet: 

Vor einiger Zeit ist der Vorschlag gemacht worden, zur Material- und Gewichtsersparnis 
Vollplatten und -stabe aus Holz oder Leichtmetall durch Verbundplatten bzw. -stabe zu er- 
setzen®, Diese bestehen aus zwei diinnen Sperrholzplatten oder Blechen als Flanschen und einer 
leichten Fillschicht (Schaumstoff) als Schubverband. Bei solchen Verbundstaiben kénnen sich 
zwei verschiedene Arten von Instabilitaten einstellen: Hinmal kann der Stab als Ganzes knicken 
(Eulerknicken), zum anderen kénnen die beiden durch die Fiillschicht elastisch gebetteten Bleche 
-unabhangig voneinander beulen. Im letzteren Falle knittern die Deckbleche in ganz kurzen 
Wellen, wobei der Fiillstoff vorwiegend in unmittelbarer Nahe des Bleches beansprucht wird, 
und die Deformationen dringen nur schwach in die Tiefe ein (s. Tabelle in Ziff. 8). Man kann 
daher eine weitere Gewichtsersparnis durch eine Konzentration des Fiillstoffes nach der Ober- 
flache hin zu erreichen suchen. Damit wird auch der E-Modul der Fiillschicht in Dickenrichtung 
veranderlich, und zwar nimmt EF von der Berandung aus stark ab. Bei geniigender Dicke der 
Fillstoffschicht kann zur Untersuchung des kurzwelligen Ausbeulens zum Teil gerechnet werden, 
als ob die unendliche Halbebene vorlage. | 

Die vorliegende Arbeit bestimmt die Verschiebungen der Randpunkte der Fiillschicht und 
die Spannungsverteilung im Innern der Schicht unter der Annahme einer sinusfoérmigen Normal- 
belastung des Randes, die im Hinblick auf die folgenden Stabilitaétsuntersuchungen gewahlt 
wurde, Durch diese Untersuchungen ist die elastomechanische Grundlage zu einer Behandlung 
des Stabilitatsproblems der eingangs erwahnten Verbundstabe geschaffen. 


2. Die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen der Punkte einer elastischen Halbebene 
bei senkrecht zum Rande verdnderlichem Elastizititsmodul. Es sei die Halbebene «>0 gegeben 
(Abb. 1). Wir nehmen allgemein an, da der Elastizitats- 
modul FE in der x-Richtung veranderlich sei: E=E(x). Mit 
den Bezeichnungen: y spezifisches Gewicht der Flachen- 
einheit, » Querkontraktionszahl, ox, Oy, Txy Komponenten 
des Spannungstensors und der Abkiirzung E’=dE/dx er- 
halt man fiir die Verschiebungskomponenten u(x,y) (x- 
Richtung), v(x,y) (y-Richtung) die Differentialgleichungen ABD alee Dies Halkebencmes 0: 


B(x)[ Aw+*2" (vey—wys)| + E' (x) (ust? vy) +y (1—v)=0, | | i 


E(x) [Av +22” (uey—v0a)] +E (2) 25” (y+ 04)= 0. 


Hierzu treten die Randbedingungen: a) die Normalspannung am Rande x—0 soll sinusférmig 


1 Q. K. Fréhlich, Druckverteilung im Baugrund, Wien 1934. — A. Ramspeck, Z. VDJ. 83 (1939) 5. 496. 

2 H. Borowicka, Ing.-Arch. 14 (1943) 5S, 75. ; j i 

8 W,. Fliigge und K. Marguerre, Die optimale Knicklast eines Stabes, der aus zwei durch einen leichten 
Fiillstoff verbundenen Blechen besteht. Luftfahrtforschung, Untersuchungen und Mitteilungen (U.M.) 1360/1. 
— K. Marguerre, Die optimale Beullast einer langsgedriickten, gelenkig gelagerten Platte, die aus zwei durch 
einen leichten Fiillstoff verbundenen Blechen besteht. Desgl. U.M. 1360/2. 
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verteilt sein, b) die Verschiebungskomponente parallel zur Randlinie soll verschwinden, also 
E(0 ; 

o.(0,y) =) [we (0,9) + ¥y (0,9)] = Po sin my, (2a) 

v(0,y)=0. (2b) 


Wegen (2a) setzen wir allgemein 


u(x, ¥) =p (x) sinmy -+ q(x) cosmy+ r(x) , (3) 
v(x, y)=s(x) sinmy-+ t(x) cosmy+ w(x). 


Geht man mit dem Ansatz (3) in das System (1) ein und setzt gleichzeitig die Querkontrak- 
tionszahl y=0, so ergibt sich folgendes System von sechs linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung fiir die sechs unbekannten Funktionen p(x), q(x), r(x), s(x), t(x), w(x): 


2 Ep” +2 E’p’— Em?p— Emt’ = 

2 Eq” +2E'q' — Em?q + Ems’ =O 
Er’ + Er’ +y =0, j 
Es” + E's! — 2Em%s—Emq'—E'mq =0, (3") 
Et’ + E't —2Em%t+ Emp'+E'mp =0, ; 
Ew’ + E’w’ ==i))5 


Der Strich bedeutet jeweils Ableitung nach x. 


Die Randbedingungen verlangen 


1) (0,9) =Ep ux (0,9) = Po (sin my +0)", Ey=E (0), 
daher 
/ iP , vA 
P’()= 2+ 4 ()=0, 1 (0)=9, (3a) 
2) vw (0;¥)=0, 
daher 
s(0)=0, ¢(0)=0, ~w(0)=0.: (3b) 
Da im Unendlichen keine Verschiebung eintreten soll, gilt ferner 
p(©)=gq( 20) =r(00) =s( 00) =t( 00) =w( co) =0. (3c) 


Aus der ersten und fiinften der Gleichungen (3*) gewinnt man eine lineare Differentialgleichung 
.vierter Ordnung fiir p allein: 
E’ 


(De airs 


wir 1 Mt y | ur Aas 4 aA . V4 / 
pl" egy (3 EE” —2E"*—2 m? B%) p" 4 (EXE —E°E'E" —2 m°E'E)p! +m4p =0, (4) 
aus der zweiten und vierten genau dieselbe Differentialgleichung fiir q. 


3. Die elastische Halbebene bei exponentiell abklingendem E-Modul und verschwindender 
Querkontraktionszahl ». Geht man mit dem Ansatz 
E(x)=Eyew (5) 


in das System (3*) ein, so ergibt sich ein System von linearen Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten und die Gleichung (4) lautet jetzt _ 


pl’ —2kp'”’ + (k?—2 m?) p'’+2m2kp'+ m4p=0; (6) 
ihre charakteristische Gleichung ist : 
04 —2ko3-+-(k?—2 m*) 0? +2 m*ko +m4=0 (7) 


und hat die Wurzeln 


k k? k k2 
01= 02> 9 4 5 ms, 03=\C1— 9 /* | m? , 


Wegen der Randbedingung (3c) scheiden die zu 0;=0, gehérigen Lisungsanteile aus, und es wird 


* Die Konstante 0 wird hier hinzugefiigt, da sich r’°(0)=0 formal nicht erreichen lat; vgl. (11) und (12), 


7 
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ke kk 
P(*)=(Q x +a)ye- (VF eS” (8a) 
: k2 aa ne 
q(x) =(b, x + by) e~ (V+ m ae (8b) 
S(x) =(c,x +c) e%*, (8c) 
t(x) =(d,x + d,) eei*. (8d) 
Auf Grund der iibrigen Randbedingungen wird 
ah ee, 20°+m> Po 20:—03 Po 
a = = —— 
¢ 20) Ey’ 0 20° Ey 20, E, © | 


2 | (9) 
bj = 050 oc =e, 0), do = 0), Pd ay | 

Zur vollstandigen Bestimmung der Verschiebungen miissen noch die Funktionen r(x) und 
w(x) angegeben werden. Es wird w(x) =0. 

Man muf annehmen, daf} die Abnahme des E-Moduls mit einer entsprechenden Veranderung 
des spezifischen Gewichts verbunden ist. Wir machen den Ansatz 


W(x) =—Waen amit s/h (10) 
Dann wird 
= Yo —(A—k) x 
r(x) Taye ° oes (11) 
Die Forderung r’(0)=0 ist fiir yy +0 formal nicht erfiillbar. Indessen bleibt 
ey Sao 
d=r O)=ie | (12) 


fiir das Problem des Verbundstabes hinreichend klein, tragt also hier nichts Wesentliches zu den 
Spannungen bei. (Anders natiirlich bei bodenmechanischen Untersuchungen.) Wir lassen in 
der dritten Gleichung von (3*) kiinftig y unberiicksichtigt, so daB r= 0 und 6=0 gesetzt werden 
kann. 

So erhalt man endlich fiir die Verschiebungen 


Po. =m? x= 20) — Os 


P, ee x (13) 
v (x,y) =— E, 203 x e&* cosmy. 
Fiir die Spannungen ergibt sich 
on = 20 (29, mx) e(0-¥* sin my, | 
201 
Oy = re m4x, e (21—*)* sinmy , (14) 
1 
Teg= at (0, —m?x) e(@1—*) * cosmy . 


4. Die elastische Halbebene mit exponentiell abklingendem E-Modul und nicht verschwin- 
dender Querkontraktionszahl y. Geht man wiederum mit dem Ansatz (3) in das System (1) 
ein, setzt E(x) =E,e**, aber nimmt dieses Mal y + 0 an, so tritt an Stelle der charakteristischen 


Gleichung (7) die Gleichung . 
04—2 ko? +(k?—2 m?) 0? -++2km?9+m4+k*m*y7=0 

mit zwei Paaren konjugiert komplexer Wurzeln. Die Funktionen p, q, s, t erhalten alle die Form 

p= (A, cos B, x + B, sin, x) e-%*+ (A, cos By x + By sin By x) et 2* 
mit 1 = Orn > 0 
Die Klammerfaktoren kénnen daher fiir hinreichend kleine [, also bei geniigend kleinen y-Werten 
durch a;-+6;x angenahert werden. A,, B, sind Null zu setzen, damit die Verschiebungen im 
Unendlichen verschwinden. Numerische Rechnung zeigte, daf fiir die praktisch interessierenden 
Werte der Parameter m und k und 0<v<0,3 die Abweichung von den Ergebnissen bei »=0 
nicht ins Gewicht fallt. 


Py A cw Ves OY Penh CAS RR Lae eet ES a 
i i ‘ ie : id ; Ls a ir ie ae 
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5. Der elastische Parallelstreifen, dessen E-Modul beiderseits der Mittellinie nach dem Rande 


zu parabelférmig ansteigt. Fiir die Anwendung auf die Verbundplatte sowie unter Umstanden 
auch fir bodenmechanische Probleme im Falle eines zunachst abnehmenden, dann wieder zu- 
nehmenden E-Moduls interessiert in Wirklichkeit nicht das Problem der elastischen Halbebene, 
sondern das eines Parallelstreifens, dessen E-Modul von beiden Randern nach der Mitte zu stark 
abnimmt. Fir das Gesetz dieser Abnahme wurden verschiedene Ansatze versucht. 


Als giinstig erwiesen sich die folgenden beiden Ansiatze: 
E(x) =E,, (kx? + 1), (15 a) 
E(x) = Ein Coj kx . (15b) 

Zunachst soll der erste Ansatz behandelt werden. 

Der Parallelstreifen habe die Breite 2b, die y-Achse falle 
in seine Mittellinie (Abb. 2). Die beiden Berandungen seien 
wieder einer sinusférmigen Belastung ausgesetzt. Doch kann 
jetzt die Belastung des Randes x=—b der Belastung von 
x=-+b gleich oder entgegengesetzt gerichtet sein. Im letzteren Falle ergibt sich eine zu x=0 
symmetrische Belastungs- und Verschiebungsform, im ersteren Falle eine asymmetrische 
(Abb. 3a und 3b). Von einer beliebigen Phasenverschiebung der beiden Belastungen gegen- 


einander soll abgesehen werden. 


Abb. 2. Der Parallelstreifen —b<x<+ 5b. 


Abb. 3a u.b, Asymmetrische bzw. symmetrische Belastung und Randverschiebung des Parallelstreifens. 


Im asymmetrischen Fall ist 
ox(—b,y)=+P, sinmy , 
im symmetrischen dagegen 
ox(—b,y)=— Py sinmy . 
Weiter fordern wir 


ox(+b,y)=Pysinmy, v(—b,y)=0, (++, y)=0 


Dies filhrt mit E,=E(b)=E(—b) auf folgende Randbedingungen fiir die Funktionen p, q, s, t, w 
des Systems (3*): 


P(+)= 32, ph =F FP, 

q(+6)=0, q(—5)=0,. 

s(+b)=0, s(—b)=0, (16) 
t(-+b)=0, t(— d)=0; 

w (+b)=0, w (— b) 


Das obere Vorzeichen in p’(—b) bezieht sich auf den symmetrischen, das untere (+) auf den 
asymmetrischen Belastungsfall. 


Gehen wir mit dem Ansatz (15a) in (4) ein, so ergibt sich folgende lineare homogene Differen- 
tialgleichung vierter Ordnung fiir die Badtron mee 


(ka? + 1)? pV + Aha (ka? +1) p'’+ (6k—2m?2—(2k2+ 4m? k) x? —2m*k? x4) p 
= Aksx (k +m? + m? kx?) p’ + m4 (kx? + 1)2p=0. ey) 
Diese Differentialgleichung ist an den Stellen x,, ar stark singular‘; sie sind zugleich 


die einzigen im Endlichen gelegenen singularen Stellen der Differentialgleichung (17). 


1S. z. B. E. Kamke, Differentialgleichungen. Leipzig 1942. S. 79. 


i 
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4 Wir brauchen nun zur Bestimmung der Randverschiebungen die Lisungen der Differential- 
_ gleichung in der Umgebung der Stellen x= +b. Die vier Integrale eines Fundamentalsystems 
_ dieser Differentialgleichung lassen sich in der Um- 

gebung beider Rander durch Potenzreihen in (x— x) y 
darstellen, die, welchen Wert auch k haben mag, je- t 
weils iiber die Stelle x=0 hinaus konvergieren, so eee 
daB jedes der beiden Fundamentalsysteme py, pir 

ein Funktionselement von p(x) und das eine die ana- 


_ lytische Fortsetzung des anderen darstellt (Abb. 4). 


rs 


Wir setzen nun in (17) x=&+4x,) und machen fiir 
— p(x)=p(x—%o)=p(é) den Ansatz 

P)=mt Geta te. (18) 
Dann bestimmen sich die Koeffizienten a, dieser 


Tel i “ . Abb. 4. Die Konvergenzkreise der beiden Funktionselemente 
Potenzreihe rekursiv aus folgendem Gleichungs aN 
system: 


72) « 


24 (hk? x94 + 2hxy? + 1) a, + 6 (4k? x93 + 4hx9) a3 + 
+ 2(6k— 2m?— 2k? x)?— 4m? kx.?— 2m? k? x4) a, + (19a) 
+ (Am? k? 2,3 + 4m? kx) +4k?x9) a,+(m4 k?x)4+2 m4 kx,2-+-m*) ag=0, 


120 (hk? x94 + 2kx 9? + 1) a, + 48 (4k? x93 + 4kx 9) ag + 
+ 6 (10k? x9? + 10k— 2m?— 4m?kx,.?— 2 mk? x54) ag + 
+ 2 (8k? x)+ 12 m*kx, + 12m? k? x3) a, + 
+ (—12 m2 k? x)? -—4m2k—4k?+ m4 k? x4 + 2m*kx,? + m4) a, + 
+ (4m*k? x3 + 4m4kx) a, =0, 


(19 b) 


360 (k? x94 + 2kx 9? + 1) a, + 180 (4h? x934 4kx9) a; + 
+ (216 k + 408 hk? x, — 24m? — 24m?kx,? — 24m? k? x94) a, + 
+ (36k? x,— 60m? kx,— 60 m? k? x93) a3 + 
a. (—12k®—16 m2k—48 m2 k? Xo? + mk? x4 +2m*tk x? + m4) a,+ 
+ (—12m?k? x, +4m4 k?x,3+4 m4 kx) a,-+(6m4k?x)?+2m*k) ay=0 , 


(19 che 


840 (k2 x94 + 2kx,? + 1) a, + 480 (4h? x? + 4kxy)ag+ | 
+ 40 (35k? x92 + 15k—m? — 2m? kxy?@—m*k? x94) as + 
+L (320 b? ay —112 m2 kay —112. m2 k? x93) ay + 
+ (mk? x4 + 2m kx)? + m* — 36 m*k — 108 m?k? x9?) as + 
+ (4m4 xk + 4m‘ x3 k? — 40m? k? x9) ay + 
+ (2m*k + 6mtk? x9? — 4m*k?) a, + 4m4 xk? ay = 0 


usw. 


(19 d) 


os i 9) Samos Une Miata Wea is jf ear me 


Die Auflésung dieser Gleichungen ergibt: 
Ay = X49 (%p) Ag Oa (%o) 41+ Gag (%q) 4+ %43 (Xo) 43 » 
As = 059 (Xp) Ao M51 (Xo) 1+ M50 (%) 42+ %53 (%) Ay 
Ag= X69 (Xo) a+ hey (%) 41 + Meg (%) Fat Xo (%o 
( 


Gy = O79 (Xp) Ag+ O71 (Xp) 4+ &79 (Xo) 42+ %73 (%o) 43 » (20) 


ro 


SST RS OTe: ak spate aS acy ~ ay se : 
ey eS NG ALR Sas EASING MORE ERMC Ne eee OSG te Or To Go is 


mat? ee 
312 Reutter: Halbebene und Parallelstreifen mit veranderlichem Elastizitatsmodul. Ingenieur-Archiv 
ee ee ee eee eee 


Damit wird 


P(*—%o) =P(§)= 4 [1 + c40(%0) F4+ &50(%0) °° °° “Fay (Xo) ce ppt 


( 
+ ay [E + ogy (%0) §4 + ot51 (%0) EP + ty mp0) 7c alee (2) | 
+ ay [E?+ oan (%) €4-+ 52 (%0) °° °° + O72 (%) Eg +° °°] + 
+ ag [E3-+ oc43 (x9) €4+ O53 (Xo) FP + + * + Otyg(%0) Fat ef] 4 


Der gleiche Ansatz mit Konstanten b, gilt fiir q(x). Die Funktion t(x) aber bestimmen wir ohne 
Integration mit Hilfe der ersten und fiinften Gleichung (3*) durch . 


aN ed aay ta 4khé + 4k x ay 2k = 
t(£) = 5p (8) + SB akEa,pkae th P (é) ! m? (hE? + 2k xf + kx? +1)? (é) - (22) 


Wir miissen nun fiir die Lésungen p(x) und t(x) die Konstanten ag,..., a3 gemaB den Rand- | 
bedingungen (16) bestimmen. (Die Funktionen q(x) und s(x) werden wegen (16) i. a. identisch | 
Null). Es sind aber zwei verschiedene Fundamentalsysteme, eines fiir x)= +5, eines fiir x)= —b, | 
zu wahlen, und es ist die analytische Fortsetzung des einen Systems in das andere zu bestimmen. 
Da die Potenzreihen fiir beide Fundamentalsysteme noch fiir x=0 konvergieren, setzen wir | 


P1(*)= 4% Por(*) + 4% Pir (%) + Pa r(%) + G3 P3 1(%) » 
Pr1(*) = Ao Po 11 (*) + Ar Pi rr (*) + Ag Pz 11 (x) + Ag Ps 17 (%) - 


Dabei bilden py ;(x),..+, P37(x) ein Fundamentalsystem in der Umgebung von x)= +); Po 71 (%).--+> 
Pzr(x) ein Fundamentalsystem in der Umgebung von x,»=—b. Die Halfte der acht Konstanten 
@,---, Ag bestimmen sich aus den Randbedingungen (16), die andere Halfte aus der Forderung, | 
da®B prz(x) die analytische Fortsetzung von p7(x) darstellt. Wir setzen die Lésungen an der Stelle 
x=0 zusammen und erhalten dafiir folgende vier Bedingungen: 


(23) | 


pr(0)=pi(0), p'r(0)=p'(0), p"1(0)=p"1(0), pr (0) =p 11 (0) - (24) 
Andererseits folgt aus der ersten, zweiten, siebten und achten Bedingung (16) 
baa eee. Mey pea a 
TOs Narra Ba De Aiea 
ka, +4kba,+3(kb?+1)a;=0, ka,+4k(—b)A,+3 (kb?+4 1)A,=0, (25) 
2 2 
ised TNs Bera aes 2) ey 


Heb? Ab Ee 4kb 4bE, 


Nach Einsetzen der Werte (25) fiir a, ag, A,, A, in (24) sind dies gerade vier lineare inhomogene 
Gleichungen zur Bestimmung der restlichen vier Konstanten ay, a3, Aj, A,. Eine Vereinfachung 
ergibt sich noch aus den Symmetriebedingungen im symmetrischen bzw. asymmetrischen Fall, 
doch gehen wir darauf erst in Ziff. 7 ein. 

Fiir die entsprechenden acht Konstanten b,, B, der Funktionen q7(x), qr1(x) erhalt man wegen 
der dritten bis sechsten Gleichung (16) und dem den Gln. (24) analogen System i.a. die trivialen 
Werte 0. Fir die Konstanten by, 6;, By, B; ergibt sich ein lineares homogenes System mit der- 
selben Determinante A wie fiir das erste System (24). 

Der Zahlenwert von A hangt von den drei Parametern b, k und m ab. Es ist nicht zu er- 
warten, da® sich fiir die in Betracht kommenden Wertetripel b, k, m der Wert A=0 ergibt. 

Der Vollstandigkeit halber seien noch die nur fiir bodenmechanische Probleme interessieren- 
den Funktionen r(x) und w(x) unter den Randbedingungen r(—b) =r'(—b) =0 und w(b) =w(—b)=0 © 
angegeben: 

VE (b+) y kx?+1 


1—bkx ThE RRL 


P(A) eared are tg 
E, Vk 


w(xj=0. 


Die Annahme eines veridnderlichen y ist hier nicht erforderlich. Das angegebene Verfahren zur 
Konstantenbestimmung verlauft im Falle unsymmetrischer Randbedingungen fiir p und t ebenso, 
insbesondere auch, wenn fiir den unteren Rand etwa keine sinusférmige Normalbelastung ge- 


fordert wird. Dasselbe gilt fiir den Ansatz in Ziff. 6. 


eo Ki j 

teh 
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6. Der elastische Parallelstreifen, dessen E-Modul beiderseits der Mittellinie nach dem Rande 
zu nach einer 6oj-Funktion ansteigt. Macht man fiir E(x) den Ansatz 


E(x)=E,Goj kx , (26) 
so erhalt man aus (4) folgende lineare Differentialgleichung vierter Ordnung fiir p(x): 
PY + 2k&Xq kx p+ (3k®— 2m2—2k? Iq2k x) p’ —2m2k Ig kxp'+mtp=0. (27) 
Die Differentialgleichung hat singulare Stellen da, wo die Xg-Funktion Pole besitzt, d.i. fiir 
im 31% 
x + ok > x= + 7) gp teens > 


und zwar sind dies schwach singulare Stellen, da Pole erster Ordnung vorliegen. Man kann daher 
wiederum die Potenzreihenentwicklung fiir p(x) nicht in der Umgebung von x=0 ansetzen, 
da dann, wie die Zahlenrechnung ergibt, fiir x= +b i.a. keine Konvergenz mehr bestiinde. 
Wir gehen daher in (27) mit dem Ansatz (18) ein, wobei wieder £=x—x, zu setzen ist, und 
denken uns gleichzeitig Ig kx durch die Potenzreihe 
Ig kxn=d,+ d, E+ d,€?4 d,é3+d,&4... (28) 
mit 
dy=%g kx), dy=k(1—Ig? kx), d. =k? Igkx, (Tg? kx y—1), 
k4 
= 60 


ersetzt. Dann bestimmen sich die a, im Ansatz (18) rekursiv in folgender Weise: 


ks 
Ge zy (1—Zg? kx») (3 2q* kx —1), d. Tg kx (1—Tg*kx_) (8—6 Tqg2kx) 


4 2 2 2 2 2 
ee as 
i mi k dy | (aces am uaa 
60—- ° 60 120 30 ae 
: (em k3 d,3 se = go kde 18 aa 
6 15 30 2G LO ios EO 20 TO 
mkd k2 m* m& k2 m‘ d, m* k? d,2 
a= ( 180! "240° = 360 360 130 ) a | 
mk? d,3 | mk dy , mikd, __m?k® dy Ce: ve ce 
60 180 120 120 60 2 
(ze : k2 d,2 | kA i m2 k2 dy? | kt dj! , k3 d, | k? dy dy es 
120 90 40 30 30 30 45 
mk d, m2 k2 4k* d,? Ll / 
90 30 45 45 at : 
(Baud 4 mkdy | k? dy dy | k3 dy kd, mkd, Zee 
15 60 15 20 30 30 30 
usw. 


Mit dem in Ziff. 5 angewandten Verfahren allein kommt man aber jetzt bei der Konstanten- 
bestimmung nicht mehr zum Ziel. Fiir die praktisch sich ergebenden b- und k- Werte wird namlich 
$q bk ~1. Es darf daher in der Umgebung der Streifenrinder Ig kx durch 1 ersetzt werden. 
Damit 148t sich fiir jeden Streifenrand ein Fundamentalsystem sofort anschreiben. Aber diese 
Fundamentalsysteme gelten natiirlich fiir x«=0 langst nicht mehr. Es ist daher noch die Stelle xo 
ausfindig zu machen, fiir die die Entwicklung (28) von Tg kx etwa nach £4=(x—<x)* abgebrochen 
folgende Eigenschaften hat: ‘ 

Fir x=0 muB sich mit geniigender Genauigkeit der Wert Null ergeben, fiir eine Stelle 0<x,<b 
mu sich annahernd der Wert 1 als exakter wie als Naherungswert von Ug kx, ergeben. 


Dann setzen wir insgesamt vier Fundamentalsysteme an: 
Stelle x=-+b : Pa(x) , 
Stelle vS x): Pela); (30) 
Stelle x=— Xp: pe(x), 
Stelléx=—d_ : pa(*) . 
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Als Fundamentalsysteme pa(x) und p4(x) dienen diejenigen der linearen Differentialgleichungen | 


mit konstanten Koeffizienten 


pV +2kp’’ + (k?— 2m?) p’—2m?kp'+m‘4p=0, (31 a) 
pl —2kp'’ + (k?— 2m?) p”+2m?kp'+ m4‘ p=0 (31b) 
und den charakteristischen Exponenten 
k he ious -k ke | 
OD ima OL 9 IE +m, 02= Rerawicg \4 me (31 a’) | 


/ 


Die Fundamentalsysteme p, und pc erhalt man gem48 den Gleichungen (21) und (29) als 


nth ce elope flee Meck ke Ks nil 
00 =— 01 --F41/" + m?=0., Os ie Fee) IE + m? Qi: (31b’) 


Potenzreihen in €=(x—x)). Dabei sind die Konstanten a, fiir p, durch c,, fiir pc durch C,_ 


zu ersetzen, die i aber das eine Mal an der Stelle xo, das andere Mal an der Stelle — xy zu bilden. 
Ihre Werte erhalt man aus (29), indem man x, in den d,(x) durch x bzw. —% ersetzt. Die Be- 


deutung der qi als Koeffizienten der ao,..., a3 im System (29) ist aus (20) ersichtlich. Die zugehéri- 
gen Werte der Funktion t(x) bestimmen sich wiederum nach (22). 


Die Randbedingungen fiir p(x) und t(x) verlangen, wenn wir fiir beide Rander sinusférmige ‘| 


symmetrische bzw. asymmetrische Normalbelastung und Verschwinden von y vorschreiben, 


, P ir 18 
pe (B) = 52, ta(b)=0, pa’ (—B) =F EP, ta(—8)=0. 


Hieraus bestimmen sich 


12 2% ifs m? m?b m m* m*b 1 b 
ie ik an | sea TOC o@2) | ( | 00 ) ay + 


aes , m*b m? ab mb? Qo b , Qb oo”) a, | 
20” | 200! 2 Q0° 209% ° 2m?" 2 scl 


(32) 


Pyle F058 _m 026 ( m* Qo m?* m*b Qo” , ba 
ark Co i Feet. ete ae 2 : ar )as]} 
und analog Ay und Aj. | 

Die vier Fundamentallésungen Pa, Pc, Pc, pA enthalten zusammen sechzehn Konstanten 
Gy,..-, As, von denen durch (32) nur vier bestimmt sind. Die iibrigen zwélf Konstanten bestimmen 
sich durch die AnschluBbedingungen 


Pa(%y) = Pe (1) 


pa! (%4)= pe! (x,) (Enthalt ag, a5, €9, C1, C,¢33 hieraus sind Con €y> Cas Cy 
S ie durch a), a; auszudriicken und in (33b) einzu- (33a) 
Pa (%1)= Pe’ (%4) setzen.) 


Pal’ (%)= pe’”” (xy) 


dy, a3 ausgedriickt sind, noch ay, a3, Co, Cy, Cy, C33 
das System ist nach C),...,C; aufzulésen, das (33 b) 
Resultat in (33c) einzusetzen.) 


pc(—%*,)=pa(—%,) 
pe (—%)=pa' (— x) 
pel" (—x4)=pa" (—m) 


(Enthalt zunachst Cy, C,, C,, C3, Ag, As;; nach- 

dem Cy,...,C; mit Hilfe von (33b) durch ag, a, 
ausgedriickt sind, stellt (33c) ein System von vier (33 ¢) 
linearen (inhomogenen) Gln. fiir die vier Kone | 


= pc(0 
pc (0) (Enthalt, nachdem ¢y,...,c3; mittels (33a) durch 
| stanten Gy, @3, Ay, A, dar.) 
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Sind so die Konstanten ay, Ay, a3, 43 bestimmt, so gilt fiir den Rand x=b 


Be (%) = (Ay-+ a x) €~ 2* + (dy + ay x) €22*, (34a) 

ta(%) = (do+ d, x) e~ ¢1*-+ (dy + dg x) e02* (34b) / 
mit ; a 
(ee m m m \ : 
dy (— a aoe ane Seg eo ‘ a 

é (35) : 
He m m ae pea 
4 te= (E+ )atta, = May, 4 
fiir den Rand x=—b dagegen Ean 
a " 7 
3 PA (%)=(4o-+4y2) 02* + (4y-+Ay 2) 0-81", (36a) 7) ae 
ta (x)=(D)+D,x) e¢2* + (D,+D, x)ee*. (36b) 7 Us . ‘ 


Die Zusammenfiigung der einzelnen Fundamentalliésungen in einer komplexen (X,Y)-Ebene wird air. 
_aus Abb. 5 ersichtlich. i " 


i SchlieBlich wird unter denselben Randbedingungen wie in Ziff. 5 


x 
dx 

7: kx t -kb a x z 
(are &¢ aretge"*") KE, Gof kx 


2yb 


BOSS a, 


of 


Fiir die Rechnungsgiange von Ziff. 6 ergeben sich 
ebenfalls noch Vereinfachungen durch Beriicksichti- 
gung der im asymmetrischen wie im symmetrischen 

Fall bestehenden Symmetriebedingungen. Dadurch 
erhalt man zwischen den Konstanten der Funda- 
-mentalsysteme analoge Beziehungen, wie sie in Ziff. 7 


ae r Abb. 5. Die Konvergenzkreise fiir die Fundamentalsysteme 
explizit angegeben werden. Pid. Py BCE AG). 


7. Der elastische Parallelstreifen, dessen E-Modul beiderseits der Mittellinie nach dem Rande 
zu exponentiell ansteigt. Die beiden Ansatze fiir den E-Modul in Ziff. 5 und 6 ergeben zur Be- 
stimmung der Randverschiebung schon recht verwickelte Rechnungen. Zur Anwendung auf 
das Knittern der eingangs erwabnten Verbundstibe, wo bei kleinen Wellenlangen in erster Linie 
die randnahen Teile der Fiillstoffschicht fiir die Stabilisierung der Bleche maBgebend sind, be- 
handeln wir schlieBlich noch folgenden Ansatz fiir den E-Modul: E(x)=Ene*l*|, (En= E-Modul 
in der Mittellinie des Parallelstreifens), Dadurch vereinfacht sich die Bestimmung der Rand- 
verschiebung gegeniiber Ziff.5 und 6 erheblich, und in der Umgebung des Randes laBt sich 

_ weitgehende Ubereinstimmung mit Ziff. 6 erreichen. Fiir die beiden Halften des Parallelstreifens ir 

-erhalt man dann jeweils eine geschlossene Lésung, muf allerdings jetzt fiir x=0 einen Sprung y 
fiir dE/dx in Kauf nehmen. Wir bestimmen auch fiir diesen Ansatz die Funktionen p(x) und AY 
t(x). Es gelten gemaB Ziff. 6 die Differentialgleichungen (31a) fiir x>0, (31b) fir x<0 und : 

die dort angegebenen Fundamentalsysteme (34a) und (36a) fiir p(x), (34b) und (36b) fiir t(x). sie) 


Die Randbedingungen verlangen fiir x=-+b und x=—b 


, P / 
P's (0) = pez» to(8)=0, p'a(—b)= + 


Po 
E,ekb ’ 


ta(—b)=0. (3) 


Das obere Vorzeichen in der dritten Gleichung (37) bezicht sich wieder auf den asymmetrischen, } 
das untere auf den symmetrischen Fall. In der Streifenmitte x=0 fiigen wir pa(x) und pa(x) 
durch folgende Bedingungen zusammen: 


pa(0)=pa(0), p’a(0)=p'4(0), p’'a(0)=p"4 (0), pa (0) =p’ 4 (0) . (38) 


Aus der ersten und zweiten Gleichung (37) erhalt man a) und a, durch ay, a; ausgedriickt nach 
(32) in Ziff. 6. Die dritte und vierte Gleichung (37) werden dagegen zweckmafig nach A,, A, 
aufgelést. Dann ergibt sich mit den Abkiirzungen 


ite 
<>, o; 
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2b mb m2 m* b? Q b "6 0,5? ) 
Boe On\bl ; 
y = e(@1 02) ( 5) 02 j 9 ot 2 03 9 03 2 m2 ar 9 ae 2 m2 2, ? (39) 
pater et , | 
20,” | 


4 
= el0iter)o ( a = +) x 


Hea) ( m? m*b Qi" bo, po 1) 


= e(e14 
i bash 20 Oe 2m? 2 


das folgende System von vier linearen Gleichungen fiir die vier Unbekannten ay, a3, Ag, Aj: 


0 ° 
(1+ B) (a,— Ap) + y(a3+.A4y)= He 


(017 B—2 0 € + 02”) (42—Ay) + (01? ¥ 2019 + 202) (43+-4y) = heen a 
20,a— 206, on 

(e-@, P+ @2) (42+Ao) + (N—017 + 1) (a3—Ay) = fF 
20;2a—60,70, 
(3 017 € —0° B +02°) (@2+Ao) + (3017+ 3027-01? y) (@3— 41) = ho : 


Die oberen rechten Seiten gelten fiir den asymmetrischen Fall a), die unteren fiir den symmetri- 


schen Fall b). Daher ist 


a) a,=Ay, ag=Ap, 
a;=— A, a,=—A3; 

b) a,=—A), a=—A,, 
a, A," G—A,. 


Diese bzw. entsprechend modifizierte Symmetriebedingungen gelten auch fiir Ziff.5 und 6. 
So bestimmt man im Falle a) nach Elimination von A, und A, die Werte von a, und a; 
zu 


rues 201° (an—y 6) +3 (01?—02") 0O—(01°—3 0°) 01 4 
> 20:3 (€y—B 1) —(@:?— 02”) (01 2 +3 8) + (123 05") 018 + (3 01? — 00?) Os N+205° ’ 
2 01° (8B d—ae) + (01°>—02") 01 02 €—(3 01°— 05") 05 6 
201° (€¥—B n)—(01" 02") (01 02 7 +3 €) + (01> —3 02”) 01 B+(3 01?— 00?) Oa +2 03 
und erhalt endlich 
p(x)=[a+x0+ (B+xe)ag+ (y+) asje-%*+ [a+ ag x]ee2* . (41) 
Im symmetrischen Falle b) ergeben sich dagegen fiir a, und a, 


24(0:7—02)—01y 0 


a= 


a, = 3 5) 2 
© (1° — @s*)¥ + 2a, (ey — Bn) + 202(1 + B)— 2017 
fe (o.°—e1")a + 1 6(1 + B)—2aQ 
"(er — @2*) ¥ + 201 (€¥—Bn) + 2020. + B) — 2017 
und wegen a)=—a, wird jetzt 
p(x)=[%0-+ (ex—1) ag + x7 ay] e-21*+ [ay + ayx] 22%, (42) 
Statt dessen kann man wegen a,=—ay, auch von den drei Gleichungen 
a+Yy a; 
Oh = 
0 1+8 ? 


a, = 0—&a)+ 74, , 
(01° —@2") @9—2 0, a+ 2 024,=0 
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_ausgehen und erhdlt schlieBlich durch die Auflésung nach a, und a, 


ees BR? Y Pies y 
p(x) Eres; bem tah, a,|e 0; +|aa9 + (6 +6-725) as ete (44) 
mit 
fee ¥ 9 (Q2°—01") —2 2 5 (1 + B) + 20,%€ + «7 (0,2—05?) 
Y (@2"—01°) —2@2(1+ 8) — 20, ye+ 20,9 + 20,78 
a, = & (0;°—@5") — 20, 6(1+8) + 20, x6 


¥ (02?—@1") — 20,(1 + 8) — 2e,ye+ 2ein+2enB ~ 


Die Spannungen lassen sich in geschlossener Form anschreiben. Man erhalt unter Beriicksichti- 
gung der Beziehung 0,0.=m? 


Ox = Po sinmy (—@1 49+ a, —0, 41%) een) *—kP 4 (99 ay + as + 09.45 x) elt Fe2)=—#D, 


=P S 0,” ee —k 
Oy = Py sinmy (o249— (225+ 2) a, +02 x) el Or) A hoa 


. r 
Ae ( 01 A ae =I 2) a3 — 01 a3 x) ALS Pose (45) 
Txy = Py cosmy (may —— (0; + @2) + ma, x) e(e=e1) #—bb 


+ (mas-+— (Qa 02) a, ++ mas x) e(k+02)x—kb | 


8. Numerischer Vergleich der Verschiebungen und der Spannungsverteilung fiir Halbebene 


_und Parallelstreifen. Fiir verschiedene Wellenlangen [* = 33 der sinusférmigen Normalbelastung 
und verschiedene Exponenten k* =kt/u1/® wurden die maximalen Verschiebungen 
E, E, 2 fiir die Halbebene, 
u* = P, 2/2 = , v= Z Aaa (46) 
9 4/2sin my Py 4/2 cosmy b fiir den Parallelstreifen 


und die maximalen Spannungen 


* Ox * Oy x Txy (47) 


OM ar = ae OE, ES eae ered TU xy 
~~ Pp sinimy + 9 Pysinmy ” *Y" -P, cos my 


fiir die Halbebene (E,=E,) berechnet. AuBerdem wurden fiir einen Parallelstreifen von der , 
_ Breite 26 nach Ziff. 7 u* und o% (symmetrischer und asymmetrischer Fall) sowie ti, (asymmetri- 
scher Fall) ermittelt. Diese Werte sind in den Tabellen 1 bis 5 zusammengestellt. Dabei ist 


= Z . Die Blechdicke tist aus Zweckmafigkeitsgriinden (mit Riicksicht auf in einer spateren 
ie anzugebende Stabilitaétsuntersuchungen) schon hier in die numerische Rechnung ein- 
gefiihrt. AuBer den Randwerten sind auch die Werte fiir die Abstande e=//2 und e=/ vom 
Rande berechnet. Wie man aus Tabelle 1, 3 und 5 ersieht, wird die Ubereinstimmung zwischen 
Halbebene und Parallelstreifen um so besser, je kleiner die Wellenlange und die Entfernung vom 
Rande ist; denn um so weniger dringen die Deformationen in die Tiefe ein. Die Tabellen schreiten 
nach $Ak* und 1* =21// fort, so dab bei verschiedenen / eine Beziehung auf gleiche Randabstande 
sofort méglich ist. Aus den entsprechenden Gleichungen ergibt sich, dafs p(x), t(x) und somit 
die VerschiebungsgréBen (46) bei konstantem bk* und 1/b aber variablem b zu b proportional 
sind, wahrend die SpannungsgréBen (47) nur von Ak* und 1/A abhangen. Die analogen Rech- 
nungen nach Ziff. 5 und 6 wurden im einzelnen nicht ausgefiihrt. Doch sei bemerkt, da z. B. 
zu k=0,8215 fiir den Parallelstreifen nach Ziff. 7 die Werte k= 1,06205 nach Ziff. 5 und k=1,05194 
nach Ziff. 6 ein gleiches (dE/dx)pana bedingen. Die singuldren Stellen der Differentialgleichung 
(17) in Ziff. 5 liegen also in diesem Falle etwa bei +i und —1, fiir die Differentialgleichung (27) 
in Ziff. 6 dagegen etwa bei +i7/2,1 usw., woraus sich die Wahl geeigneter Stellen x9, x, und 
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Tabelle 5. Spannungskomponence Ti, . 
k* AS 0 | 0,2 1,0 2,0 6,0 
; van. PME] sae REMUS] saa [eaten | wand [cet | lab Petron 
ebene ——] ebene ——| ebene ebene ebene 
asym. asym. asym. asym asym. 
63 0 0,500 10,02 4,176 16,08 8,262 21,92 — a 
ae “0.499 10,02 3,900 | 12,67 | 6,609 | 13,76 | — — 
A 0,497 10,02 3,927 6,480 4,207 4,640 — — 
38,24 0 2,996 7,914 5,046 — od 
a 2,418 6,567 4,027 — — 
F 2,050 | 3,834 | 2,553 
12,09 0 0,500 1,928 0,585 2,074 1,033 2,257 1,726 
a 0,485 1,925 0,563 1,999 0,928 1,867 1,009 1,775 1,386 1,461 
A 0,452 1,922 0,512 O32 1,069 0,802 
5,41 0 0,536 0,972 0,707 1,080 0,965 1,322 2,239 2,406 
2 0,467 0,894 0,566 0,910 0,667 | 0,871 0,599 | 0,703 
A 0,346 0,773 0,361 0,463 0,332 0,402 0,078 0,169 
2021 0 0,500 0,522 0,514 0,541 0,577 0,582 0,677 1,128 
L Ze 0,292 0,333 0,293 0,334 0,295 0,322 0,304 0,205 
A 0,112 05227 0,108 0,199 0,093 0,137 0,076 0,018 


die Zusammensetzung der vier Fundamentalsysteme nach Abb. 5 ergibt. Von den beiden lang- 
wierigen Rechnungsgingen in Ziff. 5 und 6 ist der in Ziff. 5 immerhin bequemer. Die nach Ziff. 6 — 
erhaltenen Werte sind zudem, wie die Durchrechnung eines Zahlenbeispiels zeigte, oft unsicher, | 
da sie sich u. a. als Differenzen groBer Zahlen ergeben. 


In allen Fallen zeigt sich, daB fiir k*>1 und gréBere Wellenlangen die Verschiebungen und 
Spannungen schnell sehr betrachtliche Werte annehmen, so da fiir praktisch vorkommende 
Verhaltnisse nur kleinere k*-Werte in Frage kommen. 


(Eingegangen am 25. Juni 1947.) 


Ni 


a 
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Der Einflu8 der Tragheitskrifte 


bei der hydrodynamischen Schmiermitteltheorie*. 
Von W. Kahlert in Wuppertal-Barmen. 


1. Ubersicht und Aufgabenstellung. Die Theorie der Schmiermittelreibung wurde begriindet 


_ von O. Reynolds! und A. Sommerfeld?,? und verbessert durch Giimbel*. Die Theorie ging von der 


yD 


Voraussetzung aus, da die Tragheitskrafte in der zahen Schmiermittelschicht vernachlassigbar 
klein sind, und man konnte damit die Bewegungsgleichungen der zihen Flissigkeiten fiir den 
unendlich breiten Gleitschuh und das unendlich breite Zapfenlager geschlossen integrieren. 
Durch weitere Integration der erhaltenen Geschwindigkeits- und Druckverteilungen bekam 
man die gesuchten Belastungs- und Reibungsgréfen. Fiir die Praxis wichtig war die Erweiterung 


"i der Theorie auf endlich breite Lager, die zuerst von Michell® fiir einen ebenen Gleitschuh durch- 


gefihrt wurde und auf unbequeme Besselsche Funktionen fiihrte. Spater hat Schiebel® das 
Ritzsche Verfahren der Variationsrechnung auf dieses Problem angewandt und bekam eine 


_-verhaltnismafig einfache Naherungslésung, indem er parabolische Druckverteilung iiber die 


Lagerbreite annahm. Vogelpohl’ baute dieses Verfahren aus, indem er fiir die Druckverteilung 
eine Fourier-Reihe ansetzte und die ersten Glieder ausrechnete. Weiter hat Fréssel8 das Problem 
des endlichen Gleitlagers aufgegriffen. Seine Reihenansatze fiihrten auf Besselsche Funktionen; 
die Liésungen fiir den ebenen und balligen Gleitschuh hat er zum praktischen Gebrauch in hand- 
lichen Tabellen zusammengestellt. Zuletzt hat Bauer? seine Ergebnisse, die er wieder mit 
Hilfe der Variationsrechnung erhielt, in Schaubildern zusammengefaBt, die unmittelbar zur 
praktischen Lagerberechnung dienen kénnen. Einen Uberblick tiber den damaligen Stand der 
Theorie gibt auch W. Stieber. 

Die Kritik setzte bei der Voraussetzung ein, da die Schmiermittelzahigkeit 4 konstant sei. 
Tatsachlich treten aber, Wie Vogelpohl’ und Nahme™ nachwiecen, in dem engen Schmierspalt 
erhebliche Temperaturdifferenzen und davon abhangige Zahigkeitsunterschiede auf. Vogelpohl 
konnte nun in der angefiihrten Arbeit zeigen, da auch bei Beriicksichtigung veranderlicher 
Zahigkeit innerhalb der sonstigen Vernachlassigungen die grundlegende Reynoldssche Diffe- 
rentialgleichung unverandert erhalten bleibt. Die Integration kann dann allerdings nicht mehr 
geschlossen durchgefiihrt werden. 

Eine andere Frage ist nun, ob die Vernachlassigung der Tragheitsglieder immer zulassig ist. 


_ Dies ist offenbar nur so lange der Fall, wie die Druckunterschiede infolge der Tragheitskrafte 


klein sind gegentiber den von den Reibungskraften verursachten. Bei einer Umfangsgeschwindig- 
keit von 80 m/sec’, wie sie bei neueren schnellaufenden Maschinen vorkommt, hat aber der 
Staudruck die GréBenordnung von 30 kg/cm? und wird damit gréBer als die mittlere spezifische 
Lagerbelastung (Flachenpressung) bei solchen Fallen. Die Vernachlassigung der Tragheitskrafte 
ist hier also nicht mehr zulassig, worauf schon Vogelpohl’ hingewiesen hat. Es wurde deshalb 
versucht, die Theorie der Schmiermittelreibung unter Beriicksichtigung der Tragheitsglieder in 
den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen weiter auszubauen. Die Rechnungen wurden 


* Gekiirzte Wiedergabe der Dissertation Braunschweig, 1946. (Berichter: Prof. Dr. H. Schlichting 
und Prof. Dr.-Ing. K. Pfleiderer.) Eine ausfihrliche Fassung kann bei der Technischen Hochschule Braun- 
schweig eingesehen werden. 

1 Q, Reynolds, Uber die Theorie der Schmierung. Philos. Trans. Roy. Soc., I. Teil (1886). 

2 A. Sommerfeld, Z. Math. Phys. 50 (1904), S. 97. 

3 A, Sommerfeld, Z. Techn. Phys. 2 (1921), 5. 58. 

4 Giimbel-Everling, Reibung und Schmierung im Maschinenbau. Berlin 1925. 

5 A, G. M. Michell, Die Schmierung ebener Flachen. Z. Math. Phys. 52 (1905), S. 123, 

Die in 1, 2, 3 und ® angefiihrten Arbeiten finden sich in Nr. 218 von Ortwalds Klas:ikern: Hydrodynamische 
Theorie der Schmiermittelreibung; herausgg. von L. Hopf. Leipzig 1927. 

8 A, Schiebel, Die Gleitlager. Berlin 1933. 

7G. Vogelpohl, Beitrage zur Kenntnis der Gleitlagerreibung. VDI.-Forschungsheft 386 (1937); vgl. auch 


~ Ing.-Arch. 14 (1943). S. 1y2. 


8 W. Fréssel, Z. angew. Math. Mech. 21 (1941) S. 321, 

9 K. Bauer, Forsch. a. d. Geb. d. Ing.-Wes. 14 (1943) S. 48. 
10 WW, Siieber, Das Schwimmlager, Berlin 1933. 

11 R, Nahme, Ing.-Arch. 11 (1940) S. 191. 
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nach einem Iterationsverfahren durchgefiihrt, welches von den klassischen Loésungen der reinen 
Zahigkeitsstr6mung ausging. Die Korrekturen wurden fir die theoretisch wichtigsten Falle 
bestimmt, und zwar fiir den unendlich breiten ebenen Gleitschuh und fiir das unendlich breite 
Zapfenlager. Die Integrationen lieBen sich geschlossen durchfihren. Es werden jeweils die Er- 
eebnisse der klassischen Theorie zusammengestellt (Abschn. 2 und 6) und dann Druckverteilung, 
Tragkraft, Reibungswiderstand und Reibungskoeffizient der Korrekturlésung angegeben sowie 
beim Gleitschuh die Verlagerung des Druckpunktes und beim Zapfenlager die Verlagerung des 
‘Wellenmittelpunktes untersucht. (Abschn. 4, 5 und 7). 


2. Die Bewegungsgleichungen und die Lésungen der klassischen Theorie fiir den ebenen Gleit- 
schuh. Die Mechanik der Strémung ziaher Flissigkeiten geht von den Navier-Stokesschen Dif- 
ferentialgleichungen aus. Diese Gleichungen setzen die auf die Fliissigkeit wirkenden Krafte 
miteinander ins Gleichgewicht, also einerseits die Traégheits- und andererseits die Druck- und 


Reibungskrafte. Sie lauten allgemein fiir die stationire Bewegung inkompressibler Fliissigkeiten | 
im ebenen (zweidimensionalen) Fall bei konstanter, d.h. von der Temperatur unabhangiger — 


Zahigkeit 
du OUP. = NOE au d2u 
o(u ‘ rv oe -U 2 ie Pare 
0x ei 0 x ce a) (2, 1) 
dv ov 0p 070 02 v re 
e (ust ay) mn eer 
Dazu kommt die Kontinuitatsbedingung 
du dv . 
aries be (2, 2) 


Hierin sind x und y die Koordinaten eines rechtwinkligen Koordinatensystems und wu und v 
die zu diesen Richtungen gehérenden Geschwindigkeitskomponenten; p ist der Druck in der 
Stroémung; 0 bedeutet die Dichte und w die Zahigkeit des strémenden Mediums (vy=u/0 =kine- 
matische Zahigkeit). Exakic Lésungen dieser Gleichungen kennt man nur fiir wenige Faille; 
meist ist man auf Naherungslésungen angewiesen, die von gewissen begriindeten Vereinfachungen 
in diesen Differentialgleichungen ausgehen. 

Auf einer solchen Naherungsrechnung beruht die bekannte Theorie der Schmiermittelreibung 
von Reynolds und Sommerfeld. Da sich im Schmierkeil eine tiberwiegend zahe Strémung bei 
verhdltnismaBig kleinen Geschwindigkeiten ausbildet, hat man angenommen, daB die Trag- 
heitskrafte gegeniiber den Reibungs-(Zahigkeits-)kraften vernachlassigbar klein bleiben und 
setzte demgemaB die linken Seiten der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen einfach gleich 
Null. Da weiterhin im Schmierkeil die y-Erstreckung von der Gré®enordnung der Schmier- 
schichtdicke h gegeniiber den x-Di- 
mensionen von der GréSenordnung der 
Schmierkeillange | sehr klein ist, darf 
‘man annehmen, daf in y-Richtung 
kein Druckgefalle vorhanden ist, also 
der Gradient gp/Jy und damit die 
ganze zweite Gleichung verschwindet. 
Die Ableitung 9?u/) x? ist gegen Q?u/d y? 
von der Gré®enordnung (h/l)? und 
wird auch vernachlassigt. Man erhielt 
so die Grundgleichung fiir die klas- 
sische Theorie (Index 1) der Strémung 
im unendlich breiten Schmierkeil 


Abb. 1. GréBen am ebenen Gleitschuh., - ¢ a Uy 1 dp, 
dy? ican icin 


(2, 3) 


Hierzu gehéren die Randbedingungen, daB die Flissigkeit an den Wanden haftet, also (vgl. 
Abb. 1) q 
u,=U fir y=0, u=0 fir y=h. 


Dabeiist U die Relativgeschwindigkeit der Schmierflachen gegeneinander, in dem angenommenen 


Koordinatensystem Geschwindigkeit der Fihrung bei festgehaltenem Gleitschuh, und h die | 


r 
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Schmierschichtdicke. Die andere Gleichung fiir die beiden Unbekannten u, und p, folgt aus 
der Kontinuitatsbedingung 


fm (x, y) dy=Q,= konst. (2, 4) 
Durch zweimalige Integration von (2, 3) folgte die Geschwindigkeitsverteilung im Schmierspalt 
, ee y 1 dp, yf 
m= U(1 ) 2 dx yhl—F}., i272) 
und unter Beriicksichtigung von (2, 4) der Druckgradient 
dp h—h 
Hee ake aap 2) 


Hierin ist hy eine Integrationskonstante und bedeutet die Schmierschichtdicke an der Stelle 


des Druckmaximums. Zu dieser Gleichung gehéren die Randbedingungen, da der Druck am 


Anfang und am Ende des Schmierkeils gleich ist: 
Pi=Po fir x=0 und x=1. 


Gleichung (2,6) konnte in den allgemeinen Fallen des ebenen, unendlich breiten Gleitschuhs 
und des unendlich breiten Zapfenlagers explizit integriert werden. 

Die Lésungen der ersten Naherung fiir den ebenen Gleitschuh seien hier zasammengestell 
Dabei sei 


iE? 
tt, 2, 


k= — (2, 7) 


der dimensionslose Parameter fiir die Neigung der Schmierflachen gegeneinander, wenn a gemaB 
Abb. 1 den Abstand der Spur der Gleitschuhebene auf der Fithrungsebene vom Koordinaten- 
ursprung und / die Gleitschuhlange bedeutet. Die GréBe k kann also variieren zwischen 1, 
wenn die Gleitschuhhinterkante auf der Fihrung schleift, und unendlich, wenn Gleitschuh und 


_ Fiihrungsebene parallel sind. Ferner sei 


é== (2, 8) 


die dimensionslose x-Koordinate, laufend von 0 am Schmierkeileintritt bei der Schmierschicht- 
dicke hz bis 1 am Schmierkeilaustritt bei der Schmierschichtdicke h4. Durch Integration des 


_ Druckgradienten (2, 6) folgt mit der Integrationskonstanten 


hy = 2 REA (2, 9) 
die Druckverteilung im ebenen Schmierkeil 
d 
pil(ésh) = {2 PL dx 


; 6k? 1— 
mit f= apy ee 


= He Si (Eh), 


(2, 10) 


und durch weitere Integrationen die Tragkraft der Breiteneinheit 


wUP 


1 
Be 
Py (h) = [py (x3h)da— 4 Fy (k= 4 


FY (F) , 


ke 2 ) (2, 11) 


0 
mit F,(k) =6h? (In — 


; k 2 
und F% (k) = 6(k—1)2 (In a at): 
wie auch das Lastmoment der Breiteneinheit 
1 


3 
M, (k) =| (x,k) % dx= ae Gy (k), 


0 
: 6k? 1 k 
mit 6,(k)= E 3k + (3k2— 2h) In —): 


(012) 


1 W. Fréssel, Forsch. a. d. Geb. d. Ing.-Wes. 9 (1938), S. 261. 


OHH: Schlichting, Vorlesung Strémungslehre IT, Sommersemester 1946. 
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Die Tragfahigkeit hat! bei festgehaltener Austrittshohe ein Maximum bei k=1,85 von der 


GréBe Pmax =0,16 wU (I/hs)?. Sie verschwindet natiirlich fiir k= oo, da‘sich zwischen den pa- 
rallélen Wanden kein Druckgradient ausbilden kann, wenn p=py bei x=0 und x=1 vorgeschrie- 
ben wird. Aus (2, 11) und (2, 12) lat sich die Druckpunktlage bestimmen (1,= Hebelarm der 


Last, bezogen auf den Koordinatenursprung): 


1 k 
+ — 3k + (32 — 2h) In = 


+] _ Gk) : : (2, 13) 
Paty ale) (2k—1) (In ein Om 1) | 
Die Schubspannung ist mit der Definitionsgleichung der Zahigkeit 
eee (2, 14) 
Nach Differentiation der Geschwindigkeit (2, 5) wird die Schubspannung an der Fiihrung (Gleit- _ 
schuh) ? bs ‘ 
To (3h) = 1| | = —f— b, (&3k) , 
ae. y (2, 15) 
; 4 k—1 1 * 
mit 6, (&;k)= 6 


i—é]k 2k—-1 (1—é[kP * 
Das negative Vorzeichen bedeutet, daB die Schubspannung der Geschwindigkeit U entgegen- 
gesetzt gerichtet ist. Integriert man (2, 15) iiber die ganze Gleitschuhlange, so erhalt man die 
Reibungskraft der Breiteneinheit (positiv definiert, wenn Bewegung gehemmt wird) 
1 
T,(b)=—ft(xWdx=" Wh, | 
0 (2, 16) 
it W,(k)=2k\2 in 2 

Sua ilhe Fe a a RL YB 
Aus (2,16 und (2,11) errechnet sich der Reibungskoeffizient 


° 


k 3 
w, (k) = Ty(k) he Wilk) _ he 1 lear eel 
1 P,(k) L F,(k) Bye ee = ee 


“(25 1a) 


In 


3. Die Methode der Korrekturlésung. Untersucht man die Vernachlassigung der Tragheits- 
glieder, so kommt man zu folgender Abschaitzung: Das Tragheitsglied ou Qu/) x ist von der 
GréBenordnung 0 U*/ly das Reibungsglied w9?u/d y? von der GréSBenordnung y« U/h?. Man hat 
also : 

Trigheitsglied,  @-7 
o t aya 
rag e1tsg aS neries 1 eel ee (3,1) 
Reibungsglied Lu ~ y \I 


Die in der klassischen Theorie ausgefiihrte Vernachlassigung der Tragheitsglieder gegeniiber — 


den Reibungsgliedern ist also zulassig, wenn die charakteristische, der Reynoldsschen Zahl 
Re=Ull/y verwandte Zahl des Lagers 


Ret =" (4) <1. (3, 2) 


In vielen in der Praxis vorkommenden Fallen ist nun Re* tatsichlich sehr klein. Wendet man 
jedoch hohe Gleitgeschwindigkeiten an (nach Vogelpohl bis 100 m/sec), und treten- hohe Lager- 
temperaturen auf, wodurch die Zahigkeit des Schmiermittels stark verringert wird, so wachst 
Re* sehr wohl in die GréBenordnung von 1 und kann Werte bis zu Re*—=5 und dariiber an- 


nehmen. Beispielsweise berechnet Schiebel cin Zapfenlager mit folgenden Daten: Durchmesser 
D—d nad 


weit ne! 


d=0,2 m; Lagerspiel q 90017; Drehzahl n= 6000 U/min, entspr. U = aoe 62,8 m/sec; | 
Oltemperatur 80° entspr. 4=0,7 - 10-3 kg aes also mit 0= 98 pe eet y= =0,714- 10-5 m?/sec. _ 
= = eee - 4 


Damit errechnet sich 


Ud ( D—d 


; :y A509). 


1 Vel. Schiebel, .a.a.O. S. 16. 
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In solchen Fallen ist also die Voraussetzung der alten Theorie nicht mehr gegeben, und man 
-mu8 versuchen, auch die Tragheitskrafte in den Bewegungsgleichungen zu beriicksichtigen. Dies 
 1aBt sich mit einem Jterationsverfahren durchfiihren, das hier angewandt ist. 
Ahnlich wie Riegels! es fiir die Hele-Shaw-Strémung gezeigt hat, geht man von den bekannten 
- Lésungen der tragheitslosen Strémung als erster Naherung aus. Man errechnet mit den er- 
haltenen Werten fiir die Geschwindigkeiten und ihre Ableitungen die bisher vernachlassigten 
_ Tragheitsglieder in den Navier-Stokesschen Differentialgleichungen und kann mit diesen Gréfen, 
 gleichsam als bekannten eingepragten Kraften, eine Korrekturstrémung berechnen, die durch 
_ diese Krafte hervorgerufen wird. Da man die Korrekturstrémung selbst wieder als tragheitslos 
annimmt, d.h. ihre quadratischen Glieder vernachlassigt — die Korrekturstrémung ist ja um 
_ eine GréBenordnung kleiner als die Strémung der ersten Naherung —, erhalt man Gleichungen, 
in denen neben Reibungs- und Druckgliedern nur bekannte Groen auftreten. Diese Gleichungen 
_ lassen sich integrieren. Die Lésungen der Korrektur erweisen sich als direkt proportional der 
_ Re*-Zahl. Mit der ersten Naherung 146t sich die Korrekturstrémung zur zweiten Naherung 
_ zusammensetzen, die das gesuchte verbesserte Bild der wirklichen Verhaltnisse gibt. 


; 4. Druckgradient und Geschwindigkeit in der Korrekturlésung. Bezeichnet man die GréBen 
_ der zweiten Naherung mit dem Index 2, so besteht das angedeutete Iterationsverfahren in der - 
Lésung der Differentialgleichung 


0 uy dUi\ x dp, , dug : 
o (m+, a dx Tea (4, 1) 


; Bait den Randbedingungen 
u.—U fir y=0, 'u,=0 fir y=h, p.=p, fir «=0 und «=. 

Die linke Seite von (4,1) ist die Tragheitskraft, die von der Strémung der ersten Naherung her- 

_riihrt; die rechte Seite setzt Druck und Geschwindigkeit der gedachten Korrekturstrémung 


zueinander in Beziehung. Die Gleichung entspricht der Gleichung (2,3) in der ersten Naherung. 
Die zugehérige Kontinuitatsgleichung lautet analog (2,4) 


h 

JS uz (x, ¥) dy =Q,=konst : (4, 2) 

0 
Versieht man die Griffen der Korrekturstrémung mit dem Index K und setzt 

Ug = Uy UK, Po = Pi + PK» | (4,3) 
so 1aBt sich (4,1) in der Form schreiben 

0 uy dm ood pe o2uK : ea 

ethers aay) rips ore (4,4) 


mit den Randbedingungen 
ux = 0 fir y=0 und y=—f; 
pxr= 0 fir +=0.und «=1, 


weil die Forderungen bestehen bleiben, daB 1) die Flissigkeit an den Wanden haftet, und 2) 
der Druck am Schmierkeileintritt gleich dem am Schmierkeilaustritt wird und z. B. am Gleit- 


schuh hier verschwindet. Die Kontinuitatsgleichung fiir die Korrekturstrémung lautet 
h 


J ux (x,y) dy =Qx =konst . (4,5) 
0 


.Die Klammer der linken Seite von (4,4), also die Tragheitskraft, errechnet sich aus der Kon- 
tinuitatsgleichung (2,2) und der Geschwindigkeit (2,5) und deren Ableitungen, wenn man kurz 


schreibt 
dh. 


dh p 4, 6 
ah (4, 6) 
und 
z = 7 (dimensionslos) , io) 
avy ADI i U2h! 
uy BE 0, BBE = SEK, (8) 9 + Ke(h) 1? + Kol) 9 + Ka (0) 14 ee 


1 F, Riegels, Z. angew. Math. Mech. 18 (1938) S. 95. 
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mit den Abkiirzungen 


Ki (h)= _ Oe 4, 

K,(i)=— 9(%)' +27 —14, | 
Ae , (4,9) | 

K,(b)= 18(-2) — 36-2 +16, | 

K,(h)=— 9(%) +152 — 6. 


_ Die Grundgleichung der Korrekturstrémung 146t sich nun mit den Randbedingungen ux=0 | 
fiir y=0 und y=h (Haften der Schmierfliissigkeit an den Wanden!) integrieren zur Geschwindig- 
keit 


Livi, a 
See yTS re h?y (n—1) te 


Up heare K. K, K | 
n{ 22-1) +32 1) +52 1 -Y) +34 (01) |. (4510) 
Die weitere Integration gemaB der Kontinuitatsgleichung (4,5) liefert den hier auftretenden 
Druckgradienten 
K, (h) bh’ 
10h 


K, (h) h’ 
15h 


K, (hy h’ 
+a |: (4,11) 


Hier ist noch die DurchfluBmenge Qx unbekannt. Man findet sie durch bestimmte Integration | 
dieser letzten Gleichung (4,11) mit den Randbedingungen fiir den Druck, der ja am Einlauf 
des Schmierkeils (x=0) und am Auslauf («=Il) verschwinden soll: 


1 l 1 
Kh’ 
px(I)—px(0) = [ dpe diel Oso ke oY ep 


SPE. OR 2 


3u U2 7 Ky(h) Wl’ 
dx 


a Gor 


a. 


v 


1 
1) pf Kh’ 


iit Hae eee 
0 


(4, 12) 


Bei Ausfiihrung der Integration sind nun die speziellen geometrischen Verhaltnisse zu beriick- 
sichtigen, die durch die Funktion der Schmierschichtdicke h=h(x) gegeben sind. Es sei zuerst 
der Fall des unendlich breiten, ebenen Gleitschuhs behandelt. 


5. Gleitschuh bei Beriicksichtigung der Trigheitskrafte. Beim ebenen Gleitschuh verlauft 
die Schmierschichtdicke : 
h=he+ Bx (5,1) 
linear. Ihre Neigung 
dh , ha—hp 
ah yn Moke _ (5.2) 
ist konstant und mit den festgelegten Bezeichnungen negativ, da die Schmierschichtdicke in 
positiver x-Richtung abnimmt. Sie kann daher vor die Integrale treten, und man erhalt aus | 
(4,11) und (4, 12) den Druckgradienten 


dpx _ @U*(he—hy) (H , K, Ks RON Rig 
HS i eat Satie toe tore) (5, 3) 
mit : 
12 2 he hy. hy 
ph ato) RO NS ibe 
A Rey (2994) 


Die Abkiirzung H hangt nur von der geometrischen Lage des Gleitschuhs zur Fihrung ab und 
hat die Dimension einer Flache. Man erkennt, da8 dpx/dx ~ 9 U?/l, somit px ~ 0 U* ist. Die 
Korrektur des Druckes ist also als reines Tragheitsglied proportional dem Staudruck der Gleit- 
geschwindigkeit. 

Geht man mit (5,3) in (4,10) ein und bildet die fiir den Gleitschuh charaktéristische Re*- 
Zahl von (3,2) mit der Hintrittshéhe hz des Schmierkeils 


Re ale (5,5) 


ia igip oy 
3 ‘S 


XVI. Band 1948. . Kahlert: Der Einflu8 ‘der (isehcitakratte, 327 
so wird mit dem Parameter k=*/; von (2,7) und der dimensionslosen Verainderlichen f= 
von (2,8) die Geschwindigkeitsverteilung im Schmierkeil 
Bou Pele fe (k—1)2 Oder 1 
Eee 2 BV iG k 
5, 6) 
MA hn ee Rl 20K K K K be 
+(1 | 4 207, + 10 aly | ~ (1—n?) nea! n°) 5 (nt) syn}, 
wobei die K-Werte Funktionen von 
hy Pare , 
Ph 2k—1 1—é/k ea) 
nach (4,9) sind. 
=40 n 
Se ; Geschwindigkeitsmakstab: 1cm. 20006 
Gleitschuh —-— Stromlinien 


ur (Em; k=29) 
Uke 


Firung 


Abb. 2. Geschwindigkeitsverteilung und Schubspannung an der Fiihrung fiir die Korrekturstrémung beim ebenen Gleitschuh. 


Es wurde die Geschwindigkeitsverteilung fir k=2,0 ausgerechnet. Dieser Wert wurde ge- 
wahlt, weil in dessen Nahe, wie zu (2,11) bemerkt, die maximale Tragfahigkeit des Gleitschuhs 
bei festgehaltener Austrittshéhe vorhanden ist. Die Ergebnisse sind in Abb. 2 als Geschwindig- 
keitsprofile iber den Schmierkeilquerschnitten aufgetragen. Weiter ist dort das Stromlinienbild 
der Korrekturstrémung eingezeichnet; es wurde durch zeichnerische Integration der Geschwin- 
digkeitsprofile von der Fiihrung (7=0) ab erhalten. Die Korrekturstr6mung hat im allgemeinen 
negatives Vorzeichen, ist also der Geschwindigkeit der Fihrung U entgegengesetzt’ gerichtet 
und baut die Strémung der erstén Naherung um ein gewisses Ma ab. Dies leuchtet anschaulich 
ein: Im Schmierkeil muB die Fliissigkeit in positiver Richtung (stromabwarts) beschleunigt 
werden. Die Tragheit widersetzt sich dieser Beschleunigung; infolgedessen ist ux<0. Bei sehr 
kleinen k-Werten allerdings (k<1,06) wechselt in gewissen Gebieten des Schmierkeils das Vor- 
zeichen. So wird fiir k=1,05 im Punkt (£=0, 7=0,2) die Geschwindigkeit ux/U=-+ Re; 0,00209. 
Bei Besprechung des Reibungswiderstandes wird noch darauf zuriickgekommen. Als Beispiel 
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fiir die Uberlagerung zur Gesamtstrémung der zweiten Naherung wurde fiir k=2,0 . 
3 55 & } t 
es ye ge ) | an) 1) 3 (5, 8) 
fiir Re* =5 aufgezeichnet (Abb. 3). Bei dieser Re*-Zahl betragt der Kinflu8 der Tragheit des 
Schmiermittels auf die Geschwindigkeitsverteilung schon etwa LOCK 
Durch Integration des Druckgradienten (5,3) erhalt man die Druckverteilung 
Ghee 
px (63h) = Soa Ret fix (Esk) = QU? fix (E5 ) (5,9) 


mit der dimensionslosen Druckfunktion 
Aa (REE ST S Greet k Lane 
fl Da peer |e gest eo lee reer) 


3 k=] 1 
35. Qh E an peat 


(5, 10) 


: n 
il 1k 


: GeschwindigkeitsmaBstab: 1 cm. 206 
Gleitsthuh = _____ 1. Naherung : Res =0 
—— 2.NMaherung : kes =5 


=——— 
—— 


b,(E;k-20) ~~~ 


j 02 Q4¥ 06 08 40 


Abb. 3. Geschwindigkeitsverteilung und Schubspannung an der Fiihrung fiir die erste und zweite Naherung beim ebenen Gleitschuh. 


Fiir die Korrektur der Druckverteilung px ist sehr bemerkenswert, daB sie von der Spalthéhe 
nicht abhangig ist. Sie andert sich nicht, wenn (nach Abb. 1) der Keilwinkel 6 geandert wird, 
da ja hierbei k=a/l konstant bleibt. ‘ 

Die Funktionen f, (€;k) und fx (&; k) wurden fiir k=1,5, 2,0, 2,5 und 3,0 ausgerechnet (Zahlen- 
tafel 1 und Abb. 4), Der Wert px ist fiir alle € und k positiv, d.h., die Tragfahigkeit wird bei 
vorgegebener Gleitgeschwindigkeit U und Zahigkeit 4 durch die Trigheit erhéht. Der Druck 
der Korrekturstrémung weist iiber die Gleitschuhlange einen auffallend ahnlichen Verlauf auf 
wie der Druck der ersten Naherung. Das zeigt sich auch, wenn man fiir verschiedene Parameter k 
den Druckverlauf durch den mittleren Druck . 


Px(k 
pmx ==S0) — [px(és hae (5, 11) 
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Abb. 4. Druckverteilung beim ebenen Gleitschuh, 
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Zahlentafel 1. 


Druckverteilung iiber dem ebenen Gleitschuh. ; 
pee fi (&) 100 fx (3k) 
§ TBP Bb 2,56) 1 8:0 | aeiled te aemen Oral me aso eats 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0,1 0,314 | 0,195 | 0,145 | 0,108 | 0,769 | 0,424 | 0,265 | 0,181 
0,2 0,639 | 0,386 | 0,285 | 0,212 | 1,546 | 0,823 | 0,507 | 0,343 
0,3 0,945 | 0,575 | 0,405 | 0,306 | 2,318 | 1,191 | 0,717 | 0,476 
9,4 1,270 | 0,745 | 0,510 | 0,382 | 3,067 | 1,509 | 0,885 | 0,580 . 
0,5 1,683 | 0,888 | 0,585 | 0,432 | 3,742 | 1,751 | 1,004 | 0,647 
0,6 2,045 | 0,984 | 0,630 | 0,450 | 4,282 | 1,891 | 1,046 | 0,666 
0,7 2,225 | 0,984 | 0,615 | 0,432 | 4,578 | 1,871 | 1,014 | 0,630 
0,8 2,210 | 0,900 | 0,525 | 0,360 | 4,364 | 1,637 | 0,846 | 0,515 
0,9 1,692 | 0,600 | 0,345 | 0,234 | 3,191 | 1,052 | 0,525 | 0,312 
1,0 0 0 0 0 0 0 0 0 


mit der spater in (5,15) erhaltenen Funktion Fx(k) dividiert (Abb. 5). Wie in der klassischen 
Lésung erhalt man auch hier beim Grenziibergang k—> oo die Parabel 


SD Pie en ee 
ee =6é(1 é). ‘ ie Ay 
Der Druckverlauf in zweiter Naherung 
Ul a 
Pa(§sh)= pi + px = a [filEsk) + Rev fic (Es) (5,13) 


ist, wieder fiir Re =5, in Abb. 5 dargestellt. Als wesentliches Ergebnis 1a8t sich festshalten, daB 
mit zunehmendem TragheitseinfluB der Druck im Schmierkeil und damit dessen Tragfahigkeit 
erhéht wird. Die Korrektur macht bei normalen k-Werten fiir Re’ =1 um 2% der alten Lésung 
aus. ; 


Abb. 5. Relative Druckverteilung beim ebenen Gleitschuh. 
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Zahlentafel 2. 
Tragkraft und Reibungskraft je Breiteneinheit und Reibungskoeffizient beim ebenen Gleitschuh 


k | F,(k) FR(k) | FyX(k) | Fr*(k) | W,(k) Wek) | wh) m(k) 
1,0 oe) 0,1429 0 0 (eo) —0,0286 0,820 

Heat 5,330 0,0857 0,044 0,00071 5,050 +0,0097 0,948 —0,0148 
ee 3,130 0,0588 0,087 0,00163 3,460 -+0,0287 1,105 —0,0105 
lis 2,190 0,0449 0,117 0.00239 2,760 +0,0384 1,260 —0,0066 
1,4 1,680 0,0349 0,137 0,00284 2,348 +0,0431 1,400 —0,0029 
TES 1,330 0,0283 0,148 0,00315 2,095 +0,0452 {sy +0,0003 
1,6 1,110 0,0237 0,155 0,00330 1,920 +0,0462 1,730 -+-0,0026 
Ist 0,940 0,0198 0,159° | 0,00332 1,789 +0,0458 1,901 -+-0,0045 
1,8 0,818 0,0167 0,160 0,00329 1,685 +0,0451 2,080 -+-0,0063 
1,9 0,719 0,0142 0,159 0,00319 1,604 +0,0441 2,260 -+-0,0074 
2,0 0,634 0,0123 0,158 0,00308 1,543 +0,0428 2,440 -+0,0082 
2,9 0,405 0,0069 0,148 0,00248 1,360 +0,0368 3,360 -+0,0099 
3,0 0,302 0,0044 0,134 0,00197 272 -+-0,0316 4,290 +0,0095 
ee) 0 0 0 0 1 0 co 


Integration des Druckes (5,9) itber die gesamte Gleitschuhlinge I ergibt die Last der Breiten- 
einheit, die der Gleitschuh mit der Korrekturstrémung zusatzlich aufzunehmen imstande ist: 


1 
12 
Px (k) = [px (6) dé= ne ReS Fx (k)= 0 U?1 Fx (k) (5, 14) 
0 
mit der dimensionslosen Tragkraftfunktion 


1 ee Phe a eae k 
—— 3 dlls 
ea Se eT eT Oe) 


Somit wird die Gesamttragkraft in zweiter Naherung 


a “wUP 
P,(k) = P,(k) + Px(k) = hp [F, (k) + Res Fx (k)]. (5, 16) 
laa V2 
O178|-35 aia Geen tae Fety, 
es Me hat: Fe*(k) 
4 rs Ret = 5 
eee RSG TH) oe 
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Abb. 6. Tragkraft je Breiteneinheit beim ebenen Gleitschuh. 
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Die Tragkraftfunktionen werden anschaulicher, wenn man sich nicht auf die Eintrittskante des 
Schmierkeils hz, sondern auf die Austrittskante h4 bezieht, also schreibt 


P, (k) = 47> [F,* (h) + Ret FE). (5,17) 
hr 


wobei Res = ue: (=z) mit hg gebildet bleibt. Dann erhalt man, ahnlich wie in der ersten Naherung, 
v 


ein Maximum, hier etwa zwischen k=1,6 und 1,7. Numerische Werte fiir F (k), Fx(k), FY (h), 
F% (k) finden sich in Zahlentafel 2 und Abb. 6. Als Ergebnis erkennt man wieder den nicht zu 
vernachlassigenden EinfluB der Schmiermitteltragheit, der bei Ref =5 und normalen k-Werten 
wieder zu etwa 10% herauskommt. — . : 

Es bleibt noch die Frage, ob die Druckpunktlage, also der Abstand I, des Lastangriffspunktes 
von der Vorderkante des Gleitschuhs, wesentlich von der Korrekturstrémung beeinfluBt wird. 
Rechnet man hierzu das Lastmoment Mx(k) aus, wieder durch eine Integration der Druck- 
funktion px tiber die Gleitschuhlange, mit dem Ergebnis 


1 
Vie s.3 ; 
Mx(k) =P. if px(é) &d& = 4 Ref Cx (k) = 9 UP Gx(h), (5,18) 
0 
mit 
Ce eae ae a Ones Ga ine vile AC 
Cx onl € SGT er) ls Eoiecione = | 
(5,19) 
8 bb Way ae Ry BR WRI ok | 
35 Sear aio a) erage 145° k—1? 


bildet das gesamte, korrigierte Moment M,=M,+ Mx und dividiert durch die mit der Gleitschuh- 
lange 1 multiplizierte Tragkraft P,, so lat sich die korrigierte Druckpunktlage aufteilen, da 
Gx/G,< 1 und ebenso Fx/F,< 1, in 


+) = [+ |, bere ao] | (5.20) 


mit den sehr kleinen Werten 


_ Gtk) — Fx(k) 
IE G(Eh.% ON eed 
Bei der Ausrechnung bleiben die Werte von d(k) fast. durchweg unter V0a2 dhs bei here> 
bleibt die Druckpunktverschiebung unterhalb 0,5 % der Druckpunktlage in der ersten Naherung. 
Letztere andert sich also unter dem Einflu8 der Tragheit praktisch nicht. 
Nach (2,14) erhalt man die von der Korrekturstrémung herriithrende Schubspannung an der 
Fiihrung (y=7=0) durch Differentiation der Geschwindigkeit (5,6) zu 


Te h 
tox (Esk) = 58 ee Re} bx (&; k) = — QU? —* bx (§3k) (5,22) 


mit der dimensionslosen Schubspannungsfunktion 
Jase ACR LR 1 ReE DING § eece 33 Gaal Foye ie Reet 1 

bx (83h) = ay i Su eat ieee oa G ae) Fy A TEES Cr ae Cae) 
Das negative Vorzeichen bedeutet hier wieder die zu U entgegengesetzte Richtung in dem Sinne, 
das durch die Schubspannung die Bewegung gehemmt wird. In der Korrekturstrémung nimmt 
die Schubspannung an der Fiihrung von Schmiermitteleintrittskante zur Austrittskante zu. 
Bei sehr kleinen k-Werten liegt die Kurve bx(k) zum Teil im negativen Gebiet, entsprechend einer 
negativen Reibungskraft (siehe unten). Als Beispiel wurden die bx(k)-Kurven fiir k=2,0 und 
1,05 in Abb. 2 aufgetragen. Die alte Kurve der Schubspannung und die neue, korrigierte 


Ton (E38) = — 5" [by (65 b) + Ref dx (E5 8)], (5,24) 


als Beispiel fiir Re} —5 ausgerechnet, findet man fir k=2,0 in Abb. 3 aufgezeichnet. 


vy=0 


Integration iiber die Gleitschuhlange liefert die Reibungskraft der Breiteneinheit 


1 
Tx (8) = —Uf tox (Esk) dg = Re Wx (k)=Q Uh We (h) (5,25) 
0 


| mit : 
Mitel = a ee . : (5,26) 


und die Gesamtreibungskraft ist in zweiter Naherung 


2 T, (k) = 4" [W,(k) + Rel Wx(h)]). (5,27) 


Der korrigierte Reibungskoeffizient wird, da die Korrekturfunktionen kleine GréGen sind, 


Tr(k) 


W (k) = Poo w, (k) [1+ Re} m(k)] - (5,28) 
mt Wx(k) Fe (h) 
Wh). Fx 
AW) Fs Oo 
Ww 
4% 
fia | | 
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35 pe cate 4 
0 Daas 
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Abb. 7. Reibungskraft je Breiteneinheit, Reibungskoeffizient und Korrekturfynktion beim ebenen Gleitschuh. 
> 


Die Funktionen fiir Reibungskraft und Reibungskoeffizient sind in Zahlentafel 2 und Abb. 7 
ausgewertet. Das interessante Ergebnis ist, daB im allgemeinen die Reibungskraft durch die 
Korrekturstrémung vergroBert wird, daB aber bei sehr kleinen k-Wertén (k< 1,06) die Korrektur- 
funktion W,(k) negativ wird, d.h., die ,,Reibung* der Korrekturstrémung wirkt treibend. Fir 
einen solchen k-Wert ist, wie oben besprochen, die Schubspannung an einem grofen Teil der 
Fihrung negativ. An diesen Stellen muB auch die Geschwindigkeit umgekehrte Richtung haben. 
Zum Beispiel wirkt fiir k=1,05 am Punkt (€=0, 7=0,2) die Geschwindigkeit ug/U=-+ Re; 
x 0,00209, wahrend am Ausgang des Schmierkeils (¢=1, 7=0,2), wo die Schubspannung wieder 
das normale Vorzeichen hat, auch die Geschwindigkeit der Korrekturstrémung wieder negativ 
ist: Ux/U=—Ref -0,00144. Die Korrektur des Reibungskocffizienten m(k) wird fir k<1,5 


negativ, der Reibungskoeffizient selbst also von hier ab schon entsprechend verringert. 
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6. Die klassische Theorie des Zapfenlagers. Auch fiir das Zapfenlager seien die Ergebnisse 
der alten Theorie vorangestellt. Es wird ein unendlich breiter Wellenzapfen vom Halbmesser r 
angenommen, der sich nach Abb. 8 in einer unendlich breiten Lagerbiichse vom Halbmesser R 
dreht (Lagerspiel R—r=s). Dann hat der 
Schmierkeil die mit dem Umfang x=r ver- 
anderliche Schmierschichtdicke 


h(p) =s-re cos@p , (6,1) 


wenn gy =0 an der Stelle der gréSten Spalt- 
weite liegt. Hier ist e die Exzentrizitat, also 
der jeweilige, durch den Betriebszustand, also 
Umfangsgeschwindigkeit U=rq@ und Last P 
bestimmte Abstand der Mittelpunkte 0 und 0’ 
von Zapfen und Lager, und variiert zwischen 
0 und s. Wenn man die relative Exzentrizitat 


e=— (0<e<1) * (65-2) 


einfihrt, 1aBt sich (6,1) auch schreiben 


Abb. 8. GréSen am Zapfenlager. : h(¢) = — ae cos y pe ai at cos ) ; (6, 3) 


e 
Da die Funktion der Schmierschichtdicke (6,1) einem Kosinusgesetz gehorcht, ist deren Ablei- 
tung, jetzt nach » gebildet und daher mit einem Punkt bezeichnet, 


6 dh dh F 
h (9) = pe ee =—esin 9 (6,4) 


nicht mehr konstant. Fiir die Geschwindigkeitsverteilung und den Druckgradienten in der 
Schmierschicht gelten die gleichen Formeln wie fiir den ebenen Gleitschuh, also (4,10) bzw. 
(4,11), wobei das Differential der Langskoordinate 


dx=rdg (6,5) 
id wird. Allerdings ist jetzt die Integrationskonstante 
Sommerfeld und Gtimbel (pg =0) 1a 
hye (6.6) 
€ 
8 aS 


Gumbel (p= pg =0) ‘ 
und fiir die Druckverteilung und die dazu notwendigen 
Randbedingungen bei dem ringférmigen Schmierfilm 
sind noch Uberlegungen anzustellen, die sich nicht 
unmittelbar von denen beim Gleitschuh mit seinem 
eindeutigen Schmierkeileintritt und Schmierkeilaus- 
tritt ableiten lassen. Sommerfeld integrierte die Druck- 
Abb. 9. Grundsatzlicher Druckverlauf um den Zapfenumfang verteilung (4,11) tiber den ganzen Zapfenumfang und 
Sa aise Meaa eB ch as eh erhielt eine zu 2 antisymmetrische Druckverteilung, 
die sich einem unbekannten konstanten Druck p, 
tiberlagert (Abb. 9). Die Theorie forderte die Méglichkeit von Unterdrucken, d. h. Zugspannungen 
im Schmierstoff, und schon Sommerfeld selbst wies auf diese physikalische Unwahrscheinlichkeit 
hin. Giimbel, spaiter Vogelpohl und Fréssel zeigten durch Versuche, da® bei Unterschreiten des 
Dampfdruckes das O] zu schiumen beginnt urd der zusammenhangende Olfilm aufreiBt (Ka- 
vitation). Daher legte Giimbel seinen Berechnungen die Annahme zugrunde, daB sich in der er- 
weiternden Halfte des Schmierringes von y=a bis p=2z kein Unterdruck ausbilden kann, 
dort also einfach der Atmospharendruck py=0 herrscht. Dies ist dann auch die Randbedingung 
fiir den ,,Schmierkeil®, an dessen Hinlauf bei p=0 und Auslauf p=a (Abb. 9). Die so erhaltene 
Druckverteilung zwischen y=0 und m=z war in der klassischen Theorie 


Sommerfeld 


mit : (6,7) 
RO ee ie 


2+e6? l+ecosp 1+ecosp 


2 
d U 
Pi(P5é) =f ae dp=" 5" fi(pie)» 
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_ Bei Berechnung der Tragkraft des Zapfenlagers fand Sommerfeld das Abnlichkeitsgesetz der 
Schmiermittelreibung: Zu jedem Betriebszustand, gekennzeichnet durch die Lagerzahl 
P(e) s? : 

L(e)= uUr ? (6, 8) 
also insbesondere durch die Belastung und die Umfangsgeschwindigkeit, gehért eine bestimmte 
Verlagerung des Zapfenmittelpunktes 0 gegeniiber dem Lagermittelpunkt 0’, gekennzeichnet 
durch die relative Exzentrizitat ¢ und den Verlagerungswinkel y, in dem sich die Stelle der 
gréBten Schmierschichtdicke (p=0) zu Lagerlast P einstellt. Zu jedem ¢ gehért ein Verlagerungs- 
winkel y. Der Zusammenhang 1a6t sich in der Verlagerungskurve des Wellenmittels darstellen 
(Abb. 10), und jedem Punkt dieser Kurve ist eine Lagerzahl L zugeordnet, beginnend bei L=0 
im Lagermittelpunkt 0’, wenn der Zapfen zentrisch lauft, (entspr. é=0), bis L= co im Abstand 
des Lagerspiels s in Richtung der Belastung, wenn Zapfen auf Lagerscheibe schleift (entspr. 

é=1). Giimbel fand in numerischer 

(L~0) “ger Rechnung, da sich diese Kurve 
Ts dis fiir die Wanderung des Wellenmittels 
mit ¢ durch den Halbkreis cos p=e 
annahern lieB. Stieber! bringt die 
folgende analytische Liésung fir 
g2 Lagerzahl und Verlagerungskurve. 


a 


SS 
me 


S 
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Abb. 10. Verlagerungskurve des Wellenmittels nach Giimbel. Abb. 11. Krafte am Zapfen. 


Die Resultierende der Druck- und Reibungskrafte iiber den Zapfenumfang mu mit der Be- 
lastung P und dem Drehmoment im Gleichgewicht stehen. Nach Abb. 11 wirken an einem Ele- 
ment ds=rdg des Zapfenumfangs in Richtung y=0 die Krafte —p cosp ds+ty sing.ds, in 
Richtung y=7/2 die Krafte —p sing ds—t, cosy ds; also gilt 


4 0 
—Pcosy—f peospds + ftsingds=0, 
0 0 (6,9) 
4 w e 
Psiny —fpsing ds — [tcospds=0. 
0 0 


Mit partieller Integration erhalt man bei Vernachlassigung der Traigheitswirkung und eines von 
zweiter Ordnung kleinen Gliedes die Bezichungen fiir die Lagerzahl L, die der dimensionslosen 
Funktion F(k) beim ebenen Gleitschuh entspricht, 


Ef eer 
P,s? 6 | sing dp a sngdp  _ C 
Sf re at i (é) ? 
Ur? eee wa a a! es (= -+- cos 9) se 0 (— + cos v) 
e 0 € € 
é = (6, 10) 
Piste 6 f cosp dy oe f cospUP  _ § (e) 
‘ siny, = L, siny, = — 30m L : 
(Ure ie we & ‘ (—+ cos 9) se A (= als cos 7) 


1 W. Stieber, a.a.O. S. 61. 
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Diese Funktionen, mit C(e) bzw. S(e) abgekiirzt, integrieren sich zu 


12 €° 
C, (€) = (1 — &) (2+) j (6,11) 


und 


6me 
ze 3 (6,12) 
1(¢) (2 + &) V1—e 
Lagerzahl und Verlagerungswinkel des Wellenmittels erhalt man nun durch trigonometrische 
Verkniipfung von (6,10) zu 


= /62(e) +5,7(6) = STH ILS x2? —e2) + 4e2, (6,13) 
Si(é Teer : ( 
igy, = ae =4 /- oe (6,14) 


Das Reibungsmoment der Langeneinheit des Zapfens wurde in der klassischen Theorie, wenn 
man nur die Schubspannung an der Halfte des Umfangs beriicksichtigt, an der sich der Druck 
ausb.ldet, und wenn man das Moment entgegen der Biche der Umfangsgeschwindigkeit, wie 


natiirlich, positiv definiert, 
ww 


NANG) Te frute=—e]| 


yates 
rae ag =H Ye) (6,15) 


mit 


2g te Sra? 
i ee a (6, 16) 
so daB sich der Reibungskoeffizient ergab zu 
Mea (ey 8 aie) esse ve aes eee | 6.17 
wate) r P,(e) r Ly,(e) r 3 ¢ |x? (1—e) + 4e2 F (oy) 


7. Zapfenlager bei Beriicksichtigung der Tragheitskrifte. Die Betrachtungen, die im vorigen 
Abschnitt fiir die Geschwindigkeitsverteilung und den Druckgradienten mit den Randbe- 
dingungen in der klassischen Theorie als erste Naherung angestellt wurden, gelten auch fiir die 
zweite Naherung. Die in Abschnitt 4 bereitgestellten Formeln gelten allgemein. In sinngemaBer 
Abwandlung der Rechnung erhalt man fiir'den Druckgradienten in der Korrekturstrémung 


Dp ea eB Ce). URN Raa Riana ee Gy 
dy eU 3 =( 2 io), a 5 7 )] : (7, 1) 
mit dem Volumen 
; =.," 3 (1—e2)%h € g 5 1 1 lte 
B(e) Hes 23 Ee 5 (2+e)3 5 +e)? 3 Qpe In eae : (7, 2) 


Fir die Druckverteilung iiber den halben Umfang des unendlich breiten Zapfens ergibt sich dann 
durch Integration nach einiger eet das Formelsystem 


Px(p3e) =" 2 Sx (pe) = OU? fx (p38), (7,3) 
Bue 216 Kiba 
NSU) é : elltl 12 € Kl. I Kl. III 
Sx (P38) = 35 (24222 ( 1 2 ) 35 os 7 2 Ves 
25, KLIS, Peer (7, 4) 
7 Ab) ag q Seat 
wobei 
MAE ane 3 (1—e2)2 sin e (1—e2)l2 sin 
KE Tia ae ig © us i 
are'g (/2 ee ey 2+ 6 1+ ecosp 2st (Tek eos yan 
KI.II = a See caro Bs 
(1+Atg2—~) 1+ Atg? = (7, 5) 
KI TT Uae, 
1+ Atg? 
l=2 
ean A Ran ; (7, 6) 
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Hierbei ist diesmal die Re*-Zahl mit dem Zapfenhalbmesser r und dem Lagerspiel s, das der 
mittleren Schmierschichtdicke }(hzg+h,) entspricht, gebildet worden: 
; ne Ur /sy\2 
Ref = — (5) ’ (ea 


Tr 


Die Grenzbedingungen sind erfiillt: der Druck wird bei y=0 und y= zu 0. Auch fiir e=0, 
also die zentrische Zapfenlage, wird px =0 wie erwartet. Fiir ¢=1 wird der Ausdruck unbestimmt. 
Dort ist eine singulare Stelle: der Zapfen liegt auf, und der Schmicrmitteldurchtritt ist gesperrt. 
Die zweite Naherung ist die Uberlagerung der klassischen Lésung (6,7) und dieser Korrektur (7,3): 


palgse) = "2" [fi (pse) + Ret fc (938) ]- (7,8) 


Die Funktionen f,(p3e) und fx(p3e) sind in Zahlentafel 3 ausgerechnet. 


Zahlentafel 3. Druckverteilung im Zapfenlager. 


Fi (ys €) fx (3 €) 


0,6 0,6 


0 | 0 CTO 0 0 0 0 0 0 0 
20° | 0,302] 0,470 | 0,546] 0,556] 0,546] 0,003 0,004. 0,002 | 0,003] 0,003 
40° | 0,613] 0,964} 1,135 | 1,173] 1,164] 0,006 0,007 0,012 | 0,014! 0,015 
50° | 0,753 | 1,212] 1,451] 1,522] 1,515] 0,006 0,010 0,018 | 0,024] 0,025 
60° | 0,886 | 1,470) 1,795| 1,930] 1,938] 0,007 0,013 0,025 | 0,035) 0,038 
70° | 1,000] 1,732 | 2,175 | 2,393| 2,430] 0,006 0,017 0,032 | 0,048| 0,053 
80° | 1,104} 1,980] 2,596| 2,950] 3,050] 0,005 0,020 0,040 | 0,063] 0,071 
90° | 1,175 | 2,220] 3,050] 3,640] 3,830] 0,004 0,020 0,046 | 0,080} 0,091 
100° | 1,230] 2,436] 3,550/| 4,500] 4,890] 0,002 0,018 0,052 | 0,098) 0,115 
Z 110° | 1,250] 2,613 | 4,060| 5,600] 6,380} —0,001 0,013 0,055 | 0,117! 0,142 
120° | 1,208! 2,745} 4,495| 7,080] 8,600] —0,004 0,008 0,055 | 0,135) 0,171 
> 130° | 1,108] 2,685 | 4,860] 8,780} 11,700] —0,006 0,002 0,048 | 0,148} 0,202 
140° | 0,973 | 2,510 | 5,170 | 10,770 | 16,630 | —0,008 | —0,005 0,036 | 0,151) 0,238 
150° | 0,786 | 2,165 | 4,910 | 12,610 | 24,000 | —0,010 | —0,012 0,018 | 0,135] 0,249 
160° | 0,553 | 1,586 | 3,945 | 12,600 | 31,850} —0,009 | —0,017 0,000 | 0,092! 0,219 
170° | 0,287] 0,845 | 2,220] 8,320 | 26,920] —0,007 | —0,013 | —0,012-| 0,031] 0,115 
180° | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 


Die Druckverteilung der Korrekturstrémung allein wurde in Abb. 12, die der Gesamtstrémung 
in erster und zweiter Naherung in Abb. 13: f, aufgezeichnet. Im groBen ist die Korrektur der 
Druckverteilung dieser selbst ahnlich, was ja auch beim Gleitschuh festgestellt wurde. Aber man 
erhalt bei kleinen e-Werten auf einem Teil des Umfangs negative Driicke, die sich mit vergréBern- 
der Exzentrizitat ¢ immer mehr auf das Auslaufende des Schmierkeiles beschranken. Die in 
der ersten Naherung erhaltenen Driicke werden also dort ein wenig abgebaut. 


Auch bei der Berechnung von Lagerzahl und Verlagerungswinkel in zweiter Naherung kann 
man ganz wie in der ersten Naherung verfahren. Man erhalt an Stelle von (6,10) 


A wt 
Py s* L 6 i) sing dp seh sing dq 
—" — cos Wo = L, cos po = 
hip whic Wo 2 We e2 J (= + cos ¢) see ‘ (= + cos g) 
ps a (7,9) 
ingd K K, K K,\ singd 
+ Rez at Pore ie 2 + 1], rs Z| ieee |-a0. 
My : (= + cos g) ‘ 3 = + cos 9 
‘ AG 
TAG ee peens 6 i cospdqg 6 hy | cospdp ie 
=[,siny, = — | ——— : 
nur SIN Wo 2 Yo ED e + cosy) sa (= + c08 g)° 
Oks 0 
(7, 10) 


1 © a : 
mo |e cospdqp Ky K, Ks K, \ singcospdg | __ 
a Re; =| al i; +] 9 10/, 5 =e 7 ) oF S.(é) . 
0 ‘ 


1 
(= + cos p eee OeY) 


228 
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Abb. 12. Druckverteilung der Korrekturstrémung im Zapfenlager. 


Hier teilen sich also die Funktionen auf: 


C2 (€) = G,(e) + Ret Cx (e) , 


S,(e) = S, (e) + Re? Sx(e), (7, 11) 


wobei C,(¢) und S,(e) die bekannte erste Naherung ist. Fiir die Korrekturfunktionen Cx(e) 
und Sx(e) ergikt Integration und Zusammenfassung die Werte 


_ 432 ¢ Jl—& hy le Ve 3 Vl—# —(1—e) 

CNG) Saat (2 + )3 (272 =) 35 Q2+ey ' 35” e(2 + &2) a 
wlameeh re Leeveds 4 V1l—é In ete (% ) 
eT € In 2+ 6 as 6” 
CG 324 e 18 62 ee | priests ey eae 1-6 

eC besser arr (2 + 2%)8 ea (2 + 62)? 95:10 el ries 6 (2+ ¢2) He Fee 
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ee 


(P;€) 
7) €=99 


| ta 
keg =5 Man:126 32 
en { €=98 €-09 


kez =0 fur €=98 €-09 
7 R C0 
I * : 


Abb. 13. Druckverteilung im Zapfenlager. 


Bei Vernachlassigung von kleinen Gliedern zweiter Ordnung laBt sich auch die neue Lagerzah! 


aufteilen: 


L,(e) = L,(e) + Rez Lx (e) , (7,14) 
und man erhalt die zur alten Lésung hinzutretende Korrektur 
he, Si(e) Sx (e) + Ci (e) Cx (e) 
Lx (€) Re : (7, 15) 
Ebenso 1aBt sich der neue Verlagerungswinkel berechnen: 
po (é) = Yr (@) + Rez vx (€) , (7,16) 
wobei die Winkelkorrektur 
_ Gil©) Sx (€) — $1 (¢) Cx (€) Tel 
vx (e) Ly (e)? oe 


. 
7 
as 
? 
6 
o 
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coe 


ssn 


ToES = 
——— 


paarccosé [~~ 
(Halbkreis) 


oe, 


Ingenieur-Archiv 


wird. Die numerischen Werte 
der Funktionen C(e) und S(e) 
sowie die daraus errechneten 
Werte fiir Lagerzah] und Ver- 
lagerung des Wellenmittels sind 
in Zahlentafel 4 eingetragen. 
Die Korrektur der Verlagerungs- 
kurve yx(é) ist verschwindend 
gering (Abb. 10). Man kann als 
Ergebnis festhalten, daB die 
Verlagerungskurve von der 
Tragheit des Schmiermittels 
' praktisch nicht beeinflubt wird. 
Die Kurven fir die Lager- 
zahl und deren Korrektur zeigt 
Abb. 14. 


Abb. 14, Lagerzahl und Verlagerungswinkel 
des Wellenmittels. 


0,0603 
0,2451 
0,5679 
1,0582 
1,7778 
2,8602 
4,6303 
8,0808 

5} 11,4760 
18,2056 

5} 38,2694 

oe) 


HEE wy CSO RS 
SCOMWDOADANHBWNeE 


mooocscsssssssse 


’ 


0 0 
—0,0075 0,9425 
—0,0107 1,8861 
—0,0138 2,8361 
—0,0125 3,8087 
—0,0055 48369 
+0,0104 5,9903 
-+-0,0387 7,4206 
+0,0847 9,5200 
+0,1216 | 11,2741 
+0,1626 | 13,8500 
+0,2288 | 19,7583 
+0,4488 oa) 


0 90° 0 
—0,0002 86,34° 0,46° 
+0,0005 82,67° 0,33" 
+0,0041 78,68° 0,26° 
+0,0169 74,47° 0,22° 
+0,0334 69,82° ORIG 
+0,0648 64,48 ° Onli 
+0,1105 58,04° 0,16° 
+0,1726 49,67° 0,16° 
+0,2142 44,49 ° Oo 
+0,2576 37,26° 0,15° 
+0,3158 27,31° Oslo 
-+-0,3700 0 0,15° 


Fir die von der Korrekturstrémung hervorgerufene Schubspannung ergibt sich beim Zapfen- 
lager an der Lagerschale (y=0) 


Tox (~3€) 


K 
bx (P3€) == eae 3 | 


ae OUR ie Ui re 
M ay |y=0 s Re; bx (p32) = — 9U?— bx (p36) (7, 18) 
"a K, K, K, . Ble 
hae 20 hain i8)-) ote (2 + cosy)” (7, 19) 
é 
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und daraus durch Integration iiber den halben, tragenden Umfang das Reibungsmoment 
uUr 


Nx (é) = ae Rel Vxy(e)=0U? rs Veg (e) (7,20) 
mit 
“s 108 = 1—é 18 ]—e? 2 
Vx (8) =e| 35. (Q+e)® 35 2+e2 at J; 21) 
Der korrigierte Reibungskoeffizient wird dann mit (6, 17) 
2 eSpoVa le), | « [Vx Lx( Ro* 
15 (6) = FL + Res tenn mali = w, (e){1 + Ret m(e)}, (7, 22) 


worin die Korrekturfunktion 


7" (e) ~ Vx (e) Lx (e) 


(7, 23) 


Vile) Lye) 


wieder klein gegeniiber 1 ist. 
Numerische Werte fiir Rei- yw 
bungsmoment und Reibungs- 
koeffizient finden sich in 
Abb. 15. Das Reibungsmoment 
der Korrektur wird bei Werten 
é€> 0,7 negativ, d.h., das Mo- 
ment wird in der zweiten 
Naherung dort kleiner als in 
der ersten. Wenn man den 
Exzentrizitaten ¢ fiir den 
Gleitschuh definierte k=a/l- 
Werte (2,7) zuordnet, wie in 
Abschn. 8 gezeigt wird, liegt 
das Gebiet der negativen Mo- 
mente bei k< 1,2. Ein ahn- 
liches Ergebnis war schon beim 
ebenen Gleitschuh erhalten 
worden, wo die Korrektur der 
Schubspannung bei sehr klei- 
nen k-Werten auch negativ 
wurde. Auch die Korrektur- 1 
funktion fiir den Reibungs- 
koeffizienten m(e) wird im Ge- 
biet 0,5<e<1 negativ. Dies 
entspricht genau dem Ergeb- 
nis beim ebenen Gleitschuh, 0 
wo m(k)im Gebiet 1,5> k> 1,0 
negativ, also der Reibungs- 
koeffizient erniedrigt wurde. 


8. Vergleich von Gleitschuh 
und Zapfenlager. Um die Er- Sia! 
gebnisse von Zapfenlager und 
Gleitschuh vergleichen zu kén- Lb 
nen, mu man eine geeignete 
Bezichung zwischen den Para- Abb. 15. Reibungsmoment, Reibungskoeffizient und Korrekturfunktion beim Zapfenlager 
metern k=a/l und ¢=e/s 
suchen. Streckt man den halbsichelférmigen Schmierspalt des Zapfenlagers und ersetzt die 
Kosinusfunktion der Schmierschichtdicke durch eine gerade Linie durch die Ein- und Aus- 
trittspunkte, so kann man einen k-Wert angeben: 


6 LI el (every sh 
co 54325 2 AY Is 42 17 40 


d Benet Ay Sree te eee ed 8.1 
h i hp—ha 2e Tieng (8, 1) 
Die inverse Funktion ist 


eth pee; (8, 2) 
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Es entsprechen sich an den Grenzen 
e=0:hk=o, &e=lik=]. 

Will man die Re*-Zahlen aufeinander zuriickfiihren, so mu8 man beachten, dab beim Gleit- 
schuh Re* mit der Eintrittsdicke hg und der Gleitschuhlange 1 gebildet wurde, dagegen beim 
Zapfenlager Re* mit der mittleren Schmierschichtdicke, dem Lagerspiel s=R—r, und dem 
Zapfenhalbmesser r. Behalt man die Bezugsgré®en vom Gleitschuh bei, so erhalt man die Re- 


lation ’ ‘ ; ; : 
2 
ne 2 ae (a 


v l v ur v s 


Die Re* -Zahlen des Zapfenlagers sind also mit dem Faktor (1-+<¢)?/a zu versehen, wenn man 


sie mit den entsprechenden Res -Werten beim Gleitschuh vergleichen will. Fiir den umgekehrten | 


Fall wird die inverse Funktion mit (8,1) 


Ref Sx (1 — sz) Ret . (8, 4) 


Nach (8, 1) ist die Abszisse in Abb. 15 zum Vergleich mit k-Werten versehen worden. 


9. Zusammenfassung. Es wurde untersucht, inwieweit die Tragheit des Schmiermittels 
EinfluB auf die Schmiermittelreibung der unendlich breiten Gleitlager hat, die man nach Rey- 
nolds, Sommerfeld und Giimbel theoretisch berechnen kann. Die TragheitsgréBen, die bisher als 
vernachlassigbar klein angenommen wurden, sind in der vorliegenden Arbeit in einem Iterations- 
verfahren als 4uBere Krafte in die Navier-Stokesschen Differentialgleichungen fiir die Bewegung 
zaher Fliissigkeiten eingefiihrt, und daraus ist eine zweite Naherung der Theorie erhalten worden. 


Es zeigte sich, da die Korrektur durch die Tragheit proportional der Reynoldsschen Zahl, 
multipliziert mit dem Quadrat des Quotienten aus Schmierschichtdicke und Lagerlinge, gehen © 


mu. Sie kann in Grenzfallen auf 10% der ersten Naherung und dariiber wachsen. Und zwar 
werden Tragfahigkeit und ReibungsgréBen, auch der Reibungskoeffizient im allgemeinen gréBer 
erhalten, wenn man die Tragheit beriicksichtigt. Bei starker Schragstellung des Gleitschuhs 
bzw. groBer Exzentrizitat des Zapfens kann die Korrektur fiir k=a/l< 1,05 bzw. ¢ = e/s> 0,7 
auch kleine negative Werte annehmen. Auf die Druckpunktlage beim ebenen Gleitschuh bzw. 
die Verlagerungskurve beim Zapfenlager hat die Tragheit des Schmiermittels keinen nennens- 
werten Hinfluf. 


(Eingegangen am 24. Juli 1947.) 2 
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Uber die Bewegung eines stabilen schweren symmetrischen Kreisels 
bei kleinen Stérungen des Lingsschwunges. 


Von K. Stange in Bad Sachsa. 


1. Einfithrung. In einer fritheren Arbeit! wurde die Bewegung untersucht, welche ein stabiler, 
schwerer symmetrischer Kreisel ausfihrt, wenn sein Schwung © zu Beginn der Bewegung 
(¢=0) in der Kreiselachse ag liegt (Gy=Sya9) und diese 
einen ,,kleinen‘’ Winkel «+0 mit der raumfesten Z 
senkrechten Richtung e bildet (|e|=1). Der Einheits- 

_vektor e hat die zur Erdbeschleunigung entgegen- 
_gesetzte Richtung. Es zeigte sich, daB die Bewegung 
bei Einfiihrung von dimensionslosen Verinderlichen 
von einem einzigen Parameter, der Stabilitatszahl o 
des Kreisels, abhangt. Wir wollen die Untersuchung 
jetzt auf den Fall ausdehnen, dafs die Kreiselrichtung a 
anfangs mit der Richtung e zusammenfiallt, jedoch 
der Schwung G den ,,kleinen“* Winkel ¢9+0 mit der 
_Richtung e bildet. Wir beziehen die Bewegung nach 
_ Abb. 1 auf ein rechtwinkliges, rdumliches Achsenkreuz 
_X,Y,Z, dessen positive Z-Achse senkrecht nach oben 
- zeigt. Der Z-Achse ist dann der Einheitsvektor e zu- 
geordnet. Ohne die Allgemeinheit der Untersuchung 


irgendwie einzuschranken, dirfen wir voraussetzen, 


daB der ,,Querschwung“ ©G,(0) anfangs in der + Y- - 
~ Achse liegt. Dann ist also . Abb. 1. Zur Veranschaulichung der Anfangsbedingungen. 
a =e=e{0, 0,1} (1) 
und F \ , 
So = Sq 19, So sin Ey, So cos Eqs. (2) 


Die jeweilige Lage der Kreiselachse kennzeichnen wir wie friher entweder durch ihren Nei- 
gungswinkel a gegen die Richtung e und den Winkel y, welchen die durch a gelegte senkrechte 
Ebene mit der (X, Z)-Ebene bildet, oder durch ihre drei Richtungswerte x, y, z. Es ist also 


a=a({sinacosy, sinasiny, cosa} =a{x,y, 2}. (3) 
2. Die Bewegungsgleichungen fiir ~ und y. Die Bewegung der Kreiselachse ist bekannt, 


wenn wir entweder « und y oder x und y als Funktionen der Zeit t bestimmt haben. Die Be- 
wegungsgleichungen sind (ungedndert gegen friher) 


“2 =G1 feo], (4) 
=F [Sa]. (4s) 


In diesen Gleichungen ist (auBer den bereits erklarten Grifen) G das Gewicht des Kreisels, 

1 der Abstand vom Stiitzpunkt zum Schwerpunkt, B die Drehmasse fiir eine ,,Querachse™ 1 a 
durch den Stiitzpunkt St. Fiihren wir den auf den Anfangswert S4(0) des ,,Langsschwunges™ 
bezogenen Schwungvektor 


iS) iS) 
= 5 
tee (Oyt Sydonee (51) 
die ,,dimensionslose Zeit“ 
S, 
Se, = t (52) 
und die Stabilitatszahl o des Kreisels 
S%,(0) = S? cos? & (5) 
TZ BEI 4 BGI 3 


1 K. Stange, Ing.-Arch. 16 (1947) S. 121. 


. 2 . z 

* . . : . es. eae | 
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ein, so werden die Bewegungsgleichungen (gegen frither ungeandert) 


8 = §= Fo [eal] (6,) 

und 4 | 

i = a= [Ba]. (63) 

Die Anfangsbedingungen sind (anders als frither) 
a(0) =a =e und (0) = 39{0, tg &, 1}. (63) 


In den Bewegungsgleichungen (6,; 6,) und den Anfangsbedingungen (6;) spielen im 
Gegensatz zu der nicht dimensionslosen Form, welche die vier Parameter Gl, B, Sp und €é, ent- 
halt, nur noch zwei Parameter cine Rolle, die Stabilitatszahl o des Kreisels und die Neigung é 
des Anfangsschwunges bzw. das Verhaltnis von ,,Querschwung“ oder , Stérschwung® Sp(0) 


zum ,,Langsschwung* S4(0) 
sy 7 8% (6,) 
zu Beginn der Bewegung. Alle Kreisel mit iibereinstimmendem Wertepaar o und éy besitzen 
demnach den gleichen Bewegungsablauf iiber T. 
Bezeichnen wir mit s4=8a und sg=8e die Komponenten des bezogenen Schwunges 3 nach 
den Richtungen a und e, so gilt (unverdndert gegen friher) 


sa=konst und sg=konst. (Cia / 
Mit den jetzt geltenden Anfangsbedingungen (63) wird | 
SA und sya ys ele (7) 


GemaB Abb. 2 gilt also fiir den bezogenen Schwung sx in der 
von a und e gebildeten Ebene . 


il 


= (8) 
cos 2 ] 


sx = 


Der zur Ebene (a,¢) senkrechte Anteil sy des bezogenen Schwunges 
wird (wie frither) 


SM=G. (9) 
Abb. 2. Zur Berechnung des Schwung- 
anteils sx, Fir den Betrag s des bezogenen Gesamtschwunges gilt nun 
st = sk t+ shy (10,) 
oder wegen (8) und (9) 
a ° 
Sci 1 tgio or a. (10,) 
Fir die ,,zeitliche‘‘ Ableitung von s* finden wir (wie frither) 
° 1 3 
(S2) ee 7 (cos a) . (11,) 
Daraus folgt a 
1 / 
s? = konst — ZG Cosa: (11,) | 


Mit der Anfangshedingung (63) sj = 1-+ tg? e und «= 0 kommt 
1 
s* = 1 + tg? &9 + = (1—cos a) , 
oder nach Einfiihrung des halben Winkels «/2, | 
Phas 9 LAGE Avis 06 | 
s*=1+tg Ey + sin’ >. (11,)) 
Die Verkniipfung von (10,) und (11,) liefert | 


eyes 2 2g & 1 - 9 & 
a t © i = of 
8 0 g 9 Ane 9°? 


eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir x, die sich durch Trennung der Veranderlichen 


(12) | 


= . 2 : 
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_integrieren laBt. Sie stimmt mit den von Grammel! aufgestellten Gleichungen iiberein, wenn man 
die dort gegebene andere Form auf unsere Bezeichnungen umrechnet. 


Zur Bestimmung des zeitlichen Verlaufs von y 
finden wir (wie frither) 
[a]? = a2 + (wsing)?®. (13) 
Das geht auch aus Abb. 3 unmittelbar hervor, wenn 
man beriicksichtigt, da®B die ,,augenblickliche Be- 
wegung® des Vektors a aus einer Anderung des Nei- 
gungswinkels « um den Wert dx=cdt und aus einer 
Drehung um den raumfesten Vektor e mit der Winkel- 
geschwindigkeit » besteht. Auf Grund der ersten Teil- 
bewegung besitzt der Endpunkt von a die Bahn- 
geschwindigkeit «1a in der durch e und a gelegten 
Ebene. Die zweite Teilbewegung gibt die Bahn- 
geschwindigkeit w sin «La in Richtung der Tangente 
an den gestrichelt angedeuteten Kreis &. Damit ist 


St die Formel (13) anschaulich klar. 
Abb. 3) Zur Herleitung von Gleichung (13). Weiter ist nach (62) 
(adr ist durch gdr zu ersetzen.) | | a| = $ sin(8, a). (14,) 
Zerlegen wir $ nach der Richtung a und senkrecht dazu in s4 und sz, so gilt demnach 
| al=sn= | — (144) 
oder mit (7,) und (10,) 
jal? = a? +192. ; (145) 
Verkniipft man (13) mit (143), so erhalt man schlieBlich 
ae me ta). OF 


3. Beschrankung der Lésung auf kleine Neigungswinkel. Wir wollen die bekannte strenge 
Lésung der Gleichungen (12) und (15) nicht weiter verfolgen, sondern uns dem Sonderfall ,,kleiner“ 
Winkel ¢), d.h. dem Sonderfall ,,kleiner“‘ Stérungen Gp(0) des Schwunges zuwenden. Setzen 
wir zundchst einmal voraus, daB es sich um einen kraftig stabilisierten Kreisel handelt. Dann 
ist o eine ,,groBe* Zahl, und aus (12) folgt, da®B « verschwindet, wenn «/2~&) oder «=a1~2£ 

_geworden ist. Der gréS8te vorkommende Neigungswinkel «, hat also die GréS®enordnung 2 €é. 
Ist nun é so ,,klein“, daB wir 


tg Eo & Eo (16,) 


setzen diirfen, dann ist die entsprechende Naherung auch stets bei a erlaubt, sofern o ,,nicht 
_zu klein“‘ wird. Die vorlaufig noch unbestimmten Aussagen iiber ¢) und o werden wir spadter 
noch genauer fassen. Mit den Naherungen (16,) sowie 


te ~ > und sin > ~ + (16,) 
nehmen (12) und (15) die Form 
; ; pet Aw 
ees rear (17,) 
und 
° 1 2 
es aay, (11, 
an. 
Fiihren wir in (17,) als neue Veranderliche 
=f mit f(0)=0 (18,) 
0 
ein, so kommt fiir fi : : 
p= 1 = A oder fP=-— 8. * (183) 


1 R.Grammel, Der Kreisel. Braunschweig 1920, S. 98, Gl. (6) und S. 108, Gl. (40). 
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Aus der letzten Gleichung ist ersichtlich, daB der Bewegungsablauf bei ,,kleinen“ Stérungen 
des Schwunges vom Anfangswert é) unabhingig wird. Es liegen also ahnliche Verhaltnisse wie 
bei den Pendelschwingungen mit kleinem Ausschlagwinkel vor. Der einzige wesentliche Para-_ 
meter, der in die Bewegung eingeht, ist die Stabilitatszahl o des Kreisels. : 

Die Gleichung (18,) lehrt weiter, daB o > | sein muB. Denn fiir c=1 ist p=1 oder pHs 
d.h. 6 und damit nach (18,) auch « wachst mit t, so daB die Voraussetzung kleiner Winkel « 
zwar anfangs zutrifft, wenn ¢) klein ist, aber spater sicher verletzt wird. Den wirklichen Ablauf — 
der Bewegung fir o=1 kiénnen wir mit den Naherungsgleichungen (17,, 2) nicht berechnen. 
Dazu miiBten wir auf die genaue Form (12) und (15) zuriickgreifen. | 


Fir den stabilen Kreisel mit 


a> i 
ist die Logung von (18,) bei Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen ((0)=0 und B(0) an 


B=2 ur sin e ja 1). (185) 


Die GréBe 6 macht also eine einfache sin-Schwingung. Es ist stets 


fo - 0565 6,-2// 5, ash] 


und damit nach (18,) 
0 Ss a SS Oy 
mit 


a =2 eo|/ — (19,) |} 


Der Neigungswinkel « schwankt demnach periodisch zwischen dem Anfangswert Null und dem 
erdBten Wert «, hin und her. Er hat (abgesehen vom Vorzeichen) den gleichen Wert wieder | 
erreicht, wenn } \(e-DJo t um den Betrag a gewachsen ist. Daraus folgt als Schwingdauer Tn | 
der Bewegung 


we 2a|/ : (193) | 
Fiihrt man (, und ty in (18,) ein, so wird? 
6 = B, sin (x a ? (193) 


Da der Neigungswinkel « bisher stillschweigend positiv gerechnet wurde, nach (19) aber | 
negativer Werte fahig ist, so haben wir die Bedeutung dieser negativen Werte noch zu unter- 
suchen. Wir wollen diese Uberlegung jedoch zuriickstellen, bis wir auch y(t) bestimmt haben. 
Gleichung (19,) bestatigt, daB fiir groBe Werte von o der gréBte Neigungswinkel a, nahezu 
gleich 2 ¢, wird; denn es gilt fiir groBe o : 


ty © 2 &9(1 +357): (19,) 


Formel (19,) liefert uns weiter die Handhabe, den Giltigkeitsbereich unserer Naherung abzu- 
schatzen und die unbestimmten Aussagen, daB é ,,klein“ und o ,,nicht zu nahe bei 1“ liegen | 
darf, genauer zu umreifen. Damit unsere Naherung noch brauchbar ist, miissen wir verlangen, 
daB der gréBte Neigungswinkel «, noch ein ,,kleiner‘* Winkel ist, dessen GréBe im wesentlichen 
durch den Giiltigkeitsbereich von (16,) bestimmt wird. Bei gegebenem gréBtem Wert %,=cmax | 
1aBt sich aus (19,) zu o > 1 der erlaubte Betrag von é , also die zulissige ,,Stérung“, und bei 
bekannter ,,Stérung“ ¢) die notwendige Stabilitatszahl o berechnen. Da «,>2¢) wird, so muB, | 
unabhangig von o, jedenfalls &¢)< 4 Gmax sein. 


Setzt man in (12) «=0, so gewinnt man eine quadratische Gleichung fiir u=tg?(qa,/2), aus | 
der sich der gréfBte Neigungswinkel ~,—«* genau berechnen lat. Vergleicht man den auf diese | 
Weise gefundenen Wert af mit dem Naherungswert «, aus (19,), so gewinnt man ebenfalls | 
ein Bild ither die Brauchbarkeit der Naherung. Betrachten wir dazu Abb. 4, wo das Winkel- _ 
verhaltnis «*/é fiir die beiden festen Werte ¢9=0,1 und ¢,=0,2 iiber o aufgetragen ist. Entfernt | 


1 B=, ist tbrigens eine singulare Lésung der Differentialgleichung (18). Wir werden spater sehen, 
da8 f=, die Einhiillende der von a beschriebenen Bahnkurven darstellt. 


Xvi Band 1948. Stange: Uber die Bewegung eines stabilen schweren symmetrischen Kreisels 347 
Sa ee 


_ man sich von dem Wert o=1 nach rechts hin, so lauft die Kurvenschar a*/é in eine einzige, 
_ von é unabhangige Kurve zusammen, und zwar in die von unserer Naherung (19,) gelieferte 

Grenzkurve «/€. Die Naherung ist fiir &) J 0,1 etwa bis ow1,2 und fiir ey < 0,2 bis ungefahr 
61,5 brauchbar. BN 


Fiir den Winkel yp folgt aus (17,) mit (18,), (18,) und (19,) 


i i o T 
p= [1+ 2; tein (a 2 
~ und daraus durch Integration 4 | ae (= ry) ‘ oe 
Y=Wo . (1 15 Ss ce (75 i os sin (2 7) 5 (20,) 
|em|,|ow| 


i if = 7 


i ia 


Naherung & ce 


€9 =G7 
\ €9= 02 


| : | : | | | : 


0 2 Y 6 & 10 72 mu 


Abb. 4, Mit wachsendem o wird das Winkelverhiltnis «,/e9 von 9 und o unabhiangig. 


Der Winkel w besteht demnach aus einem mit der ,,Zeit“‘ t wachsendem Anteil, 
18 Gmrineoe 
y(t) =yo+s5 (1+ 2), (20,) 


und einem mit der Periode ty schwingendem Anteil, der bei kleinen Stérungen ¢) wegen der un- 
- bedeutenden Amplitude vernachlassigt werden darf, wenn der Kreisel ausreichend stabil ist. 
Uberschreitet namlich die ,,Anfangsstérung** S,(0) des Langsschwunges S.4(0) den Betrag 
0,1 S4(0) nicht, so ist 


S01. 
Ist der Kreisel auBerdem hinreichend stabil, 
Gz 1.5), 
so hat das Zusatzglied in (20,) die Gréfenordnung 
4 Of aa me inte 
pa Sars 18 LOe22 


und die Amplitude des schwingenden Anteils ist 


ee ae. 
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Indem wir noch iiber den Anfangswert yy in geeigneter Weise sg a diirfen wir demnach 


in allen diesen Fallen mit ausreichender oS ORE 
: 
w(t)=— und (t)= 5 (204) 


setzen. Bei kleinen Stérungen ¢ <0,1 dreht sich die Kreiselachse a (nahezu) gleichférmig um 


die raumfeste Achse e und die Winkelgeschwindigkeit wp dieser Drehung ist (nahezu) unabhangig | 


von der Stérung €) und der Stabilitatszahl o, sofern o = ve 1,5 ist. 
Die Projektion der Kreiselachse a auf die zu e senkrechte (X, Y)-Ebene sei 4 (Abb: 1). Dann 


ist im Rahmen unserer Naherung 


Fe (21,) 


Ordnen wir dem Vektor 3 den Einheitsvektor 4 (Abb. 5) 


Tail 


gesetzter Richtung) um den Ursprung. 


des Vektors 3 beschriebene ebene Bahn 


die ,,Kreiselspitze’’ (d. h. der Endpunkt 
des Vektors a) beschreibt, in die (X, Y)- 
Ebene. Man findet Kurven, deren Gestalt 
aus Abb. 7 ersichtlich ist. Allgemein wird 
die Kurve 3(t) mit der Geschwindigkeit 


Abb. 5. Wabrend der ,,Zeit“t ry drebt sich 3 um den Winkel yy ><, 3=(a+iay) ev (215) | 


8 um den Winkel wyj—s und A um den Winkel wy+. 
durchlaufen. Geht nun der Betrag | «| des 


Vektors 3 gegen 0, so nimmt der Vektor 3 =e'¥ unberihrt davon Joreus eine ganz Becsmarnee 
Grenzlage ein. Fiir alle ganzzahligen Vielfachen der Periode ty 
Ty=Vvtn (v=), Thy pai p (21,4) 
ist wegen a%—0 ’ 
; av = ay ev PY = Ay gy. (215) 
Die Grenzlage des Vektors 3» stimmt also je nach dem Vorzéichen von ay mit der jeweiligen 
Geschwindigkeitsrichtung + 3, des Endpunktes von 3 tiberein. Anfangs ist insbesondere nach 


(6,) und (63) 


a(0) = 3(0) = ao {€, 0}, 3 (21,)) 


d.h. die Vektoren 3 und 3 zeigen zu Beginn der Bewegung in Richtung der positiven X-Achse. 
Rechnen wir also in der ititblichen Weise den Drehwinkel y gegen den Umlaufsinn des Uhrzeigers 
von der positiven X-Achse ab, so ist anfangs 


Y(0) = Yo =90, (21,) 
was wir in (20,) und (21,) zugrundegelegt haben. 
Auch die Bedeutung negativer Werte von « ist jetzt klar. Wabrend positive Werte vom Ur- 


sprung aus in Richtung des Zeigers 3 abzutragen sind, hat man bei negativem q die entgegen- | 


gesetzte Richtung zu wahlen. 
Nach Ablauf der ,,Zeit“‘ ty ist der ,,Anfangszustand“‘ jedesmal in dem Sinne wieder erreicht, 
da die Kreiselrichtung a mit der Richtung e zusammenfallt, 


‘ 


Olt) = Ay es (21,) | 


jedoch ist der Drehwinkel y um den Betrag 


o—l 


o i 
Wy — Wy-1 = py =ptv= pina |/ s (21,) | 


— bt =v (21,) 
zu, so dreht sich dieser gemaB den oben | 
_ hergeleiteten Beziehungen gleichférmig wie | 


ein Uhrzeiger (allerdings in entgegen- | 


Auf ihm ist vom Ursprung aus der Betrag 1: 
|3|=|«| abzutragen. Die vom Endpunkt | 


ist die Projektion der Raumkurve, welche |: 


Ss 1 
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_ gewachsen. Fiir groBe o ist angenahert 


il 
| yy val +5—). (20 
_ Stets ist jedenfalls yn>wT. 


Der ,,Anfangszustand“ ist (abgesehen von der eben genannten Drehung um py) vollstandig 

_ erreicht, wenn auch der bezogene Schwung 8 wieder die urspriingliche riumliche Lage einnimmt. 
Das ist fiir den Anteil 34=a in Richtung der Kreiselachse wegen der Beziehung (21,) ohne wei- 
teres klar. Der zu a senkrechte Anteil 3p liegt also fiir T)=yTw in der (X, Y)-Ebene und hat nach 
(14,) und (17,) den Betrag 


i 


sB(Ty) = || =|aco| == 6, —'S5(0)). 


_ Wir miissen nur noch zeigen, daB 8z(ty) senkrecht auf ay = 3y steht. Das folgt aber unmittelbar 
aus (6,), da a senkrecht auf der von 3 und a gebildeten Ebene steht und 3, in dieser Ebene 

liegt; d.h. 8g ist (nicht nur fiir ty=yTy, sondern) stets senkrecht zu 4a. 

: Unsere Uberlegung zeigt, da® sich der Schwungvektor 3 nach Abb. 5 wahrend der Zeit tw 

um den Winkel 


4 ices 

: yy —2=(]/ 2) 1) 

_gedreht hat. Ohne iiber die Einzelheiten dieser Bewegung etwas auszusagen, diirfen wir be- 
_ haupten, daf sich der Schwung 8 im Mittel genommen mit der Winkelgeschwindigkeit 


Opa 
tN 
oder 
1 ol 
ORs (1 |/ % ) (211) 
um die Richtung e dreht. 
A 4, Die Bewegungsgleichungen fiir die waagerechten Komponenten 1 und 3 von Schwung % 


und Kreiselachse a. Bisher haben wir die Lage der Kreiselachse a im raumfesten (X, Y, Z)- 
Achsenkreuz durch ihren Neigungswinkel a@ und den Drehwinkel y gekennzeichnet. Jetzt wahlen 
- wir dazu die Richtungswerte x, y,z des Vektors a. Richten wir unser Augenmerk auf die Be- 
wegung des waagerechten Anteils 3 von a, so ist die Lage von in 
den vorausgehenden Abschnitten durch Polarkoordinaten «,y © 
_ gegeben, wahrend wir im folgenden dazu rechtwinklige Ko- 
ordinaten x, y benutzen. Auferdem werden wir auf dem 
folgenden Wege einen besseren Einblick in die Bewegung des 
Schwungvektors § bekommen. 
Da der Endpunkt des Schwunges 8 nach (7,) stets in 
einer raumfesten, zu e senkrechten Ebene liegt, die vom Ur- 
sprung den Abstand 1 besitzt, so gilt 


8=e-+t, > (22) 


wobei t ein Vektor in der (X, Y)-Ebene ist. Fiir die Kreisel- 
achse a gilt entsprechend (Abb. 6) 


a=e+3;—e0, (22,) 
wobei 6 im Vergleich zu |3|~« und |e] =1 ein kleiner Wert S ous 
der GréBenordnung Abb. 6. Die Zerlegung von q in den waage- 
1 2 rechten Anteil 3 und den senkrechten Anteil 
0 Ces Ki (1—6) e. 


ist. Setzt man die Ausdriicke (22,) und (22,) in die Bewegungsgleichungen (6,) und (6,) ein, 
so kommt zunachst ohne jede Vernachlassigung 


° 1 
re ae [e3] (223) 
und 


3 = [e3] +(1—6) [ve] + [tg] + de. (224) 
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Die Vektoren ;, [e3] und [re] liegen in der (X,Y)-Ebene, wahrend [r3] senkrecht darauf steht. 
Es ist 


[ra] = —|t| [a] sin (a) e- | | 

Der Vektor (22,) 1aBt sich infolgedessen aufspalten in einen fiir die waagerechte Ebene geltenden / 
Teil ‘ 
; = [es] — (6) [ee] © [609] (225) | 

und einen fiir die senkrechte Richtung geltenden Teil | 
b=|r|Jalsin (a). (224) 


Die letzte Gleichung beschaftigt uns nicht weiter. Sie bestatigt nur die Tatsache, da die Be- 
wegung bereits vollstandig bekannt ist, wenn man ihren waagerechten Anteil 1(t) und 3(7) kennt. 
In (22,) vernachlassigen wir 6 gegen 1. Auferdem beriicksichtigen wir, daB der in der (X, Y)- - 
Ebene gelegene Vektor [e(;—t)] aus 3—t hervorgeht, indem man 3—t um 77/2 dreht, d.h. mit i 
multipliziert. Es ist also 

[e(8—t)] = +(§—1) 


und entsprechend 


[es] = 23. 


Damit erhalt man aus (22;) und (22,) zur Berechnung der ,,Horizontalbewegung“‘ die beiden 
Gleichungen 


one (23) 
und . 
sit)’ cg Ae) 
die gemaB (1) und (6,) mit den Anfangsbedingungen 


3(0).=0 und — 1(0) =t% =i & (23,) 
zu lésen sind. | : 
Leitet man (23,) nochmals nach 7 ab und ersetzt t durch (23,), so findet man 


. .¢ 1 
ham Mempring to Ve (234) | 


eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten fiir den Vektor 3. 
Die Anfangsbedingungen sind 
(0) =0 und 3(0)=—it=e. (23,) 


Leitet man (23,) nach t ab und ersetzt 3 und 3 durch (23,) und (23,), so kommt fir t die 
Differentialgleichung 


oe ee il 
die mit Ausnahme der Anfangsbedingungen 
1(0).=1) te und 10) —=0 , (23,). | 


vollig mit (23,) iibereinstimmt. Die Bewegung der Kreiselachse a und der Schwungachse 8 
wird von iitbereinstimmenden Differentialgleichungen beherrscht, die sich jedoch in den An- | 
fangsbedingungen unterscheiden. 


Um die Lésung vom Anfangswert ¢) unabhangig zu machen, setzt man zweckmabig 


4 t 
auueas und Ae oe (24) 
Dann wird aus (23,) und (23,) 
e=—-o und C=i(f—¢) (245) | 


mit 
o(0) =1 und ¢(0) = 0; (245) | 


? 
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und aus (23,) kommt 


se aye 1 , 
| coe PO (24,) 
mit 
¢(0) = 0 und c(0) = 1. . (24;) 
Der bekannte Ansatz 
ie = got 


liefert (wie frither) die beiden nur von der Stabilititszahl o abhingigen Frequenzen 


ee ee 


Die Lagevektoren ¢ und @ in der waagerechten Ebene schwingen demnach mit zwei Frequenzen, 


_ die wir wieder als ,,schnelle‘ und ,,langsame“ Frequenz der Bewegung bezeichnen. Ersichtlich 


ist nach (21,,) 
WP= We, (25,) 


so da die langsame Frequenz w, mit der mittleren Winkelgeschwindigkeit wp des Schwung- 


-vektors iibereinstimmt. 


Die in der allgemeinen Lésung von (24,) 
Ce, O17 + ge Oat (26,) 
enthaltenen Konstanten c, und c, findet man aus den Anfangsbedingungen 


C(0) =q +¢e%=0, 


: 26 
E(0) = (co +69 0) #=1 re 
zu 
u t 
q=— ae und C= + oat 3 
Damit wird ; 
pa Gta (fete — oan ey 
oder, indem man Real- und Imaginarteil trennt, 
1 ~ ; 
Fe(C) =F = Rated [+ sin(@,t) — sin(@,7) |, | 
(26,) 
Sm(C) = 7 = Oe [— cos(w,t) + cos (97) | . | 
if 2 
Das 1a4Bt sich mit (25,) und (183) noch umgestalten zu 
| erry i eae re ET t 
g=2/ 2% cos 5 sin (5 |/ Z t) = B cos =, 
uh Se (265) 
2 Co ee RR G t—1 2) = psing 
n= <7 sin = sin (5 z = 5" 
_ Setzt man 
C=|Clev,. (26,) 
so folgt aus (26;) 
\P+q=|cl=|p] wd wgy= 2 =tes. (26;) 


Damit ist gezeigt, daB die durch (18) und (20,) gegebene vereinfachte Lisung (6, p) mit der 


jetzt gefundenen véllig tibereinstimmt. 
Fiir sehr groBe Werte von o gilt angenahert 
a 


Ew2 sin 5 


Tt . 
cos Ty == sInT , 


Daraus folgt 


23 


bezogene Schwankung von € bzw. |o| wird 


po gh 
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Das ist die Gleichung eines Kreises mit dem Halbmesser 1 und dem Mittelpunkt (0; 1). Die 
Achse a eines sehr stark stabilisierten Kreisels beschreibt demnach (nahezu) einen Kreis um 
die (fast) raumfeste Schwungachse 3. 


5. Die Bewegung der Schwungachse %. Aus (22,) und (24,) folgt zundchst 


s?=1+¢ |o|? (27) 
und mit (11,), (18,), (183) und (195) 
1 1 : ie | 
jel@=1 +g gta 1+ typ sint(a 2). (2%) 
Es gilt also ; 
P= |e SlolSlal = |/ sy - | (274) 


Der Neigungswinkel ¢ des bezogenen Schwunges 8 gegen die Richtung e schwingt demnach — 


mit der Schwingdauer ty zwischen dem kleinsten Wert ¢) und dem gréften Wert 


0 1 i 
£1 = £9 |0| = 66 ]/ 5 aay ed (274) 


hin und her. Die auf den mittleren Wert 


il 


em = 5 (Co +41) baw. loml => (1 +lerl) aca) | 


Ae. £9 rer ie Ao 
Em €y+€p Saco nitig| 


also mit (27,4) 


Alte Ao Vo—Vo—1 — ‘2 

: oe len? Veqvecr 7 WV? Ve?) (277) 
und mit (25,) 
A's». |Ag| si op ‘ 

aie patra 3 Se 


Das Frequenzverhaltnis @,/w, ist gleich der bezogenen Schwankung des Neigungswinkels ¢ 
der Schwungachse 8. 


Den Ausdruck A ¢/ém wollen wir in die fiir ¢ geltende Beziehung (27,) einfiihren. Aus 


uae (J <lelt=1 + gay at (=) 
wird zunachst 
(=) = cos? (x ao = ; sin? (zr ao) 


oder mit (27,) ; 


(ey = = E + cos (22 a) 


1 5 1 T 
ea 5 (ei + &) - (€{ — €) cos (2 eel : 


ao) 
i ie 
ho| = 
5 TN 
om | 
So | 
Se 
bo 
<1 
— 
ie) 
=) 
o>) 
Cae a 
i) 
a 
5 
ae) 
er 


‘Daraus folgt 


Setzt man hier 
Ey = Em — A und &5=Em +Ae 
ein, so kommt ; 


(4)=1 2 - cos (2.2 =) | (<*)- [1— cos (27 )|'+ [5 sin (2a=\/’, 


Aewl 


Onp ~ 6 


oder fiir o 2 2 bzw. mit ausreichender Genauigkeit 


EX Em — AE cos (2). Qty) | 


TN 


(27,) 


€ 


wee f ay se Goa ‘ a a . i 
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Wabrend sich der bezogene Schwung $ mit der mittleren: Winkelgeschwindigkeit wp um die 
Richtung e dreht, schwingt der Neigungswinkel ¢ von 3 mit der Schwingdauer ty um den mittleren 
Wert &n. 

___ Betrachten wir noch die Bewegung in der waagerechten Ebene. Aus (21,) erhalt man mit 
 (24,) und (18,) als Betrag von ¢ 


4 |é| =|6 + iBy| 
_ oder ; ‘ 
|o]? = 6? + (By)?. 
_ Mit (18,) und (20,) wird daraus 
i peers (28,) 
Nach (27,) und (28,) ist nun 
. le] = |<. (285) 
_ Weiter folgt aus (24,) 
. 1 . 
lak =4elél> 1d) =|e-e| (285) 
und : ; é 
, GG Cabs on (28,) 


Abb. 7. Der Zusammenhang zwischen den Bahnkurven des ,,Kreiselvektors” ¢(r) und des Schwungvektors 0(r) in der waagerechten Ebene. 
Die Bahnkurve €(z) ist mit ,,Zeitmarken“‘ versehen. 


Diese Beziehungen sind in Abb. 7 dargestellt. Wir bezeichnen mit {o} und {c} die Endpunkte 
_ der Vektoren 9 und €. Dann hat {o} vom Anfangs- und Endpunkt des Vektors ¢ den gleichen 


eppene lol =k 0) (28,) 


Da Boles steht, so bewegt sich {o} stets jn Richtung des Mittellotes von ¢, und zwar mit der 


Bahngeschwindigkeit lol, die zum Betrag |¢| verhaltnisgleich ist. Die Bahn des Punktes \o} 
ist die Einhillende der Mittellote von ¢€. Dreht man die Kurve ¢(t) um z/2 und verkleinert alle 
Langen im Verhaltnis 1:40, so findet man den Geschwindigkeitsplan (Hodographen) fiir die 


2a 


Ae TL DD 6 SF et en a aD cena cea) Va ee y 
\ ‘ Dkahcte by Posh hte edly ee ey eyed ° 
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Bewegung von fo}. Da weiterhin ¢ senkrecht auf ¢—@ steht, so bewegt sich {¢ } in jedem Augen-— 
blick langs eines Kreises um {o} mit der Bahngeschwindigkeit 4 , die dem jeweiligen Halb- 
messer |f—0| des ,,Kreises“ gleich ist. Die Bewegung der Achsen 3 und a ist damit geometrisch 


einfach veranschaulicht. 
Analytisch ist ¢(r) durch (263) bzw. (26;) gegeben. Fiir die Betrage lo| und || der Bahn- 
geschwindigkeiten von {o} und. {c} gilt nach (28,), (26,) und (185) 


. 1 Py. 1 ; G 
le = 45 IBl= 5 Ve@=iy ens (x ae , (91) | 
und nach (28,) und (27,) 4 
|Ea)|? = 1+ sin? (x ee (29,) 


Fir 0(t) kommt aus (24,) 
o(t) =0(0) + f Uae 
0 


und mit (26,) 


4 


1 ore 
o(t) = (0) + Ratan) | (e @1t _ gi Oe 7) dt. 
0 


Integration liefert 


Beriicksichtigt man, da®B nach (25,) und (24,) ; 
4¢0@,@,=1 und = o0(0)=i (293) 
ist, so verschwinden in der letzten Gleichung die konstanten Glieder. Es bleibt wegen (29,) 


Q 1 : 4 
e(t) = omic eta corr), 


@1 
Ersetzt man schlieBlich das Frequenzverhaltnis w/w, gem4B (27,) durch A ¢/ém,.so findet man 


ole 60) = a eostaly ane ae eee ae 


t(T) = &9 0(T) =i (Em ef 2% —A e 17) . (29,) | 


Der Vektor ¢)9 entsteht demnach durch Uberlagerung zweier Schwingungen mit den Frequenzen 
@, und w,. Wiahrend die Amplitude der langsamen Schwingung gleich dem mittleren Neigungs- 
winkel én der Schwungachse 8 ist, gleicht die Amplitude der schnellen Schwingung der Schwan- 
kung Ae dieses Winkels. Bemerkenswert ist, daB der Neigungswinkel ¢, d.h. der Betrag eq|9| 
des Vektors €90, nach (27,), (19,) und (25,) im Gegensatz zu (29,) nur mit der Frequenz 


o 


2 adi 
On = 2 =|/2 =I) CO (295) | 


TN 

schwingt. Wir wollen die Differenz w,—q@, der Frequenzen (wie friher) als Nutationsfrequenz 

‘ bezeichnen. Mit wy erhadlt man aus (27;) fiir den Mittelwert |0,| und die Schwankung |A o| 
des Vektors @ die einfachen Bezichungen 


Vannes NO Suk aed |4o| = 4+ = Da ian: (29,) 


71) ON ON 


6. Die ,,mittlere Bewegung“ der Kreiselachse a bzw. der waagerechten Vektoren 3 und ¢. | 


Der mittlere Wert Cw von ¢ wahrend einer Nutationsperiode tw wird 
tN 
1 
Cm Cae 
tN 
0 


oder mit (24,) 


TN 


om = 22" f pdr =—4% [ofen) —o(a)] (804) 
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Also wird 


o(tr)=en=ie™™N und 0(0)=0,=i. 


40 i@ot 
Cm — an (e a N=1). (30,) 
Der Realteil ist 


Re(Cm) = a2 [cos (wt) — 1} 


und der Imaginarteil 


A é 
gm (om) = a sin (TN) « 


| «Fir den Winkel yu, den ¢m mit der Y-Achse bildet, gilt demnach 


1 — cos (wT) 


tg PM = =t e Wo T ) 
sin (W. Ty) ONG 2 LN)? 
also ; 
1 
Pu = > Os tw (30,) 


_ Weiter ist der Betrag 


|éa|* = (22)'2 [1— cos (ween) 
oder 
oO 


|Em| at a sin pm . (30,) 


Der Vektor Cm hat die gleiche Richtung wie 0(tw/2)=0,. Der Betrag |Cm| hat die GréBen-. 


_ ordnung 1. Das ist fiir groBe Stabilitatszahlen leicht nachzuweisen. In dem Falle ist namlich 
nach (21,,) und (19,) 


— 


0% Go und. we 2a(l+5-) a 2m, 


2Qo 
also 
Shy 
MO er aes 
und mit sin gy ~ Yu 
\Cn| ~ So Fy tw = 40 0 <1 


_ Die genauen Betrage von |€m| sind aus Abb. 4 in Abhangigkeit von o ersichtlich. Danach darf 
- man ohne einen ins Gewicht fallenden Fehler im allgemeinen |¢mu| durch |om| ersetzen. 


Der Mittelwert der Geschwindigkeit @ wahrend einer Nutationsperiode ty ist 


also nach (30,) 
Om = + Cm: (305) 


Die mittlere Geschwindigkeit on der ,,Schwungachse“‘ steht demnach senkrecht auf dem 
mittleren Ortsvektor Cy der ,,Kreiselachse“*. Ist der Kreisel sehr kraftig stabilisiert, so geniigt 
es bei manchen Betrachtungen, die tatsdchliche Bewegung C(t) der Achse a des Kreisels durch 
die ,,mittlere Bewegung“ Cy zu ersetzen. Der Mittelwert Cm dreht sich mit der gleichen Winkel- 
geschwindigkeit w.=wp wie die Schwungachse um die Richtung e. 


7. Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir einen stabilen, schweren 


- symmetrischen Kreisel, dessen Achse a anfangs senkrecht steht [4)=c], wenn sein Langsschwung 


G4(0) durch einen ,,kleinen‘‘ Querschwung Gp(0) ,,gestért“* wird. Nach Einfiihrung von dimen- 
sionslosen Verdnderlichen, des auf den Anfangsbetrag S4(0) bezogenen Schwunges $ und der 
, dimensionslosen Zeit“ tT, zeigt sich, das der Vorgang nur noch von einem einzigen Parameter, 
der Stabilititszanl o des Kreisels, abhangt. Insbesondere wird der Ablauf der Bewegung un- 
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abhangig vom Betrage der Anfangsstérung & , jedoch sind die Bape ua nee oee aller von a 


und 3 beschriebenen Bahnkurven zu &9 verhaltnisgleich. 


Die Kreiselachse a dreht sich gleichformig mit der von é) und o qiabhausen Winkelgeschwin- _ 


digkeit ~=} um die raumfeste Richtung e, wenn é) 0,1 und oZ 1,5 ist. Dabei schwingt ihr 


Netwaneaniaiel a% mit der Periode Ty (bzw. der Nutationsfrequenz. | wy) zwischen dem Anfangs- 


wert dj=0 und dem gré8ten Wert «, hin und her. Die Schwungachse 3 dreht sich mit der mitt 


leren Winkelgeschwindigkeit w.=wp um die feste Richtung e, wobei ihr Neigungswinkel ¢ mit 
der Frequenz @y um den mittleren Wert i ps WA EA ¢ schwingt. Mit wachsender 


Stabilitatszahl strebt «, gegen 26) und Ae gegen 0, wahrend wy ~1 und wp a wird. 


Ordnet man den Achsen a und 8 in der Horizontalebene die Vektoren 3 und 1 bzw. €=3/& | 


und 9=t/é) zu, dann zeigt sich, daB die Bewegung dieser Vektoren von derselben Differential- 


gleichung geregelt wird, jedoch sind die Anfangsbedingungen unterschiedlich. Man findet, dai 


die Bewegung zwei Frequenzen, eine ,,schnelle @, und eine ,,langsame“‘ @., enthalt, wobei 


die schnelle Frequenz w, gleich der Summe (wy+@p) aus der Nutationsfrequenz @y und der | 
Prazessionsfrequenz wp (d.h. der Umlaufgeschwindigkeit der Schwungachse 3) ist. Besonders | 


anschaulich ist die geometrische Deutung der Horizontalbewegung. Der Endpunkt {c} von C_ 
bewegt sich in jedem Zeitpunkt lanys eines ,,Kreises** um {o}. den Endpunkt von 9. Die Bahn- — 


peceh vente ker [2| dieser ,,Drehung“ ist gleich dem Halbmesser |C—o| des ,,Kreises‘“*. Der 


Endpunkt \o} von ¢ bewegt sich standig auf dem Mittellot von ¢ mit der Bahngeschwindigkeit lol. 
welche zu |¢| verhiltnisgleich ist. 

Fiir sehr grobe Stabilitatszahlen darf man zuweilen von der Nutationsbewegung absehen. 
Man ersetzt dann die verwickelte Bewegung ¢(t) durch eine fiktive mittlere Bewegung Cm(zt), 


wobei Cy der jeweils tiber eine Nutationsperiode ty genommene Mittelwert von € ist. Fir die | 
erste Periode hat ¢m die Richtung von 0e(ty/2) und nahezu den Betrag |o,,|.. Der Punkt Cu(t) 


bewegt sich praktisch mit der mittleren Schwungachse 0,, auf einem Kreise um die raumfeste 
Richtung e. 


(Eingegangen am 1, August 1947.) 
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Die elastisch-plastische Biegung des krummen Stabes*. 
Von W. Swida in Karlsruhe. 


a 1. Einleitung. Die Bestimmung der Spannungen und Formanderungen in geraden Balken 
~ beim elastisch-plastischen Zustand, sowie das Traglastverfahren zur Berechnung statisch un- 
_ bestimmter Balken, Rahmen und Fachwerke erschienen als Gegenstand. einer Reihe von Ver- 
éffentlichungen im Laufe der letzten zwei Jahrzehnte. | 

Die Untersuchung des Spannungszustandes des gekriimmten Stabes bei elastisch-plastischer 


Biegung wurde noch nicht in der Fachliteratur erdrtert. Die vorliegende Arbeit ist der Behand- 
- fung dieser Aufgabe gewidmet. 


_ 2. Exakte Theorie. a) Allgemeines. Zunichst betrachten wir eine strenge Liésung der 
Aufgabe; eine Lésung, welche nicht nur die langs der Stabachse wirkenden Zug- und Druck- 
_ spannungen ermittelt, sondern auch die Krafte der seitlichen Pressung zwischen den Lings- 

lasern beriicksichtigt. 
2 Wir betrachten einen schmalen, gekriimmten Stab mit kreisférmiger Achse und konstantem 
_ rechteckigem Querschnitt, der die Breite 1 hat (Abb. 1). Der Stab wird durch die Momente M, 
die in der Langssymmetrieebene wirken, beansprucht. 
‘In einem krummen Stab mit rechteckigem Querschnitt entstehen bei der Biegung die maxi- 
- malen Spannungen in den Fasern der konkaven Oberflache. Deshalb wollen wir voraussetzen, 
daB die Plastizierung zunachst in den Fasern auftritt, die in der Nahe dieser Flache liegen. 
Im Falle einer Zunahme der Momente kénnen plastische Formainderungen auch auf der anderen 
Seite von der neutralen Flache entstehen. 
Deshalb unterscheiden wir zwei Spannungszustande: . 
1. Die plastische Zone ist nur an der konkaven Oberflache entstanden, 
2. die plastische Zone tritt sowohl an der konkaven als auch an der konvexen Oberflache auf. 


b) Erster Spannungszustand. Man bezeichnet mit a und 6b 
den inneren bzw. den duferen Radius des krummen Stabes und mit 
o den Radius der Grenzflache zwischen dem elastischen und dem 
plastischen Bereich (Abb. 1). Man betrachtet 
ein kleines, aus dem plastischen Bereich her- 
ausgeschnittenes Element mnpq (Abb. 2) 
und bezeichnet die tangentiale Normal- 
spannung mit o; und. die radiale Normal- 
spannung mit o,. 

Infolge der Unveranderlichkeit des Bie- 
gungsmomentes entstehen auf den Oberflachen 
dieses Elementes keine Schubspannungen. Aus 
demselben Grunde hangen o; und o; nicht vom 
Winkel # ab und erscheinen ausschlieBlich 
als Funktionen vom Radius r, sowohl in dem plastischen als auch in dem elastischen Bereich. 

Bildet man die Summe der Projektionen aller auf das Element mnpq wirkenden Krafte 
auf die Mittellinie des Winkels d?%, so erhalt man folgende Gleichgewichtsgleichung: 

do, _ l 

Pan Ors Or (1) 

Figt man zu der erhaltenen Gleichung noch die Plastizitatsbedingung hinzu, so wird der Span- 
nungszustand in dem plastischen Bereich vollstandig bestimmt. 

Laut Annahme von Mises-Hencky miissen die Hauptspannungen im Material, das sich im 
FlieBzustand befindet, im Falle des ebenen Spannungszustandes folgende Plastizitatsbedingung* 


erfiillen: 


Abb. 2. 


+ 62— 6, = 02 3 (2) 
wobei c; die FlieBgrenze ist. 


* Nach einem Vortrag auf der Mathematiker-Tagung in Karlsruhe, Ostern 1947, Mitteilung 2 (Mit- 


teilung 1 siehe Ing.-Arch. 16 (1948), 5. 221). 
1 Siehe z. B. A. Nadai, Der bildsame Zustand der Werkstoffe, 5.133. Berlin 1927. 
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Ermittelt man o; aus (2) und setzt man den gefundenen Wert in die Gleichung (1) ein, so | 


erhalt man die Differentialgleichung 
do, Say 2y Ey 2» i ae Gri 
See ais te Gaeraes (Or 2? 


deren allgemeine Liésung ist 


are sin 


V3 or 1 (In 30,+20,+ V4o0,2— 36; 
20 4 30,+60;+ 3V402— 36,2 


ees kamal AEE iw 5 (03 — 6) = Flur+ C. 

30, — 60, — 3 V 40,2 — 30,2 

Man ersieht, daB die Anwendung der Plastizitatsbedingung (2) zu einer sehr komplizierten 
Gleichung fiir die Bestimmung der Unbekannten o, und o; gefiihrt hat. 

Eine wesentliche Vereinfachung kann durch die Anwendung der Plastizitatsbedingung in 
der von Mohr vorgeschlagenen Form erreicht werden. Nach der Plastizitatsbedingung von Mohr 
wird der FlieBzustand im Material dann erreicht, wenn die Differenz zwischen der maximalen 
und der minimalen Hauptspannung der FlieBgrenze beim reinen Zug gleich wird. Die auf Grund 
der beiden oben angefiihrten Plastizitatsannahmen erhaltenen Ergebnisse unterscheiden sich 
gewohnlich wenig voneinander. 

Bei dem in Abb. 1 gezeigten Richtungssinne der Momente sind o; und o, Zugspannungen. 
Die dritte, zur Bildflache senkrecht wirkende Hauptspannung ist gleich Null. Daher erhalt die 
Mohrsche Plastizitatsbedingung folgende Form: 


In 


Or =Os. (3) 
Ersetzt man in (1) o; durch o;, so erhalt man die Differentialgleichung 
do; bE ws 
r at = Os Or, 


deren allgemeine Lésung lautet 3 
Cr(6,—G,) =1- (4) 
Wenn r=a ist, so mu o,=0 sein. Dann ist die unbestimmte Konstante C=1/ao;. Setzt man 
in (4) fiir C den gefundenen Wert ein, so erhalt man 


a 
pS oes) ) 
Auf diese Weise andert sich in.dem unteren plastischen Bereich o, nach einem hyperbolischen 
Gesetz, wahrend o konstant bleibt. Die Gleichungen der Hyperbelasymptoten sind o,=0; 
und r=0. Wenn die Biegungsmomente in entgegengesetzter Richtung wirken, so mu man 


o: und o; als Druckspannungen betrachten, und die Plastizitatsbedingung (3) erhalt folgende 


Form: 
Ot — (ig . 


Or = —Os (1 —=) : 


Jetzt betrachten wir den elastischen Bereich. 


Dabei ist 


Die Differentialgleichung fiir die Airysche Spannungsfunktion in Polarkoordinaten nimmt — 


fiir den Fall, da®8 die Spannungen nur vom Radius r abhangen, folgende Form an}; 


d'p , 2 dy bd oe EN ae 0 
re Dee NPN Pa pir aa eee 
wobei p die Spannungsfunktion ist. Das allgemeine Integral dieser Gleichung wird 
yg =A lnr+ Br? lnr+ Cr?+D. . (6) 


Die senkrecht zur Oberflache angreifenden Spannungen o; und go; sind fiir ein aus dem elastischen 
Bereich herausgeschnittenes Element mn pq (Abb. 2) 


d2 A 
oe s =—++B(3+2Inr)+C, (7) 
= Gg, = 5r $B(L+2Inr)+2C. : (8) 


* Siehe z. B. S. Timoshenko, Theory of Elasticity, S.55, New York und London 1934, oder A. Féppl und 
L. Féppl, Drang und Zwang, 1. Bd., S$. 303, Miinchen 1924. . at 


e 
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Zur Ermittlung der unbestimmten Konstanten A, B und C kénnen wir folgende drei Gleichungen 
_ anschreiben: 


A 
—“¢ +B(3+2Ing)+2C=«., (9) 
r A TG 
, Sten oy nae unre (10) 
| jz +B(14+2Inb)4+2C=0. (11) 


Die ersten zwei Gleichungen zeigen, daB, wenn r=g ist, d.h. an der Grenze zwischen der elasti- 
_schen und der plastischen Zone, die tangentialen und radialen Spannungen der elastischen Zone 
_ den entsprechenden Spannungen der plastischen Zone gleich sein miissen. Die dritte Bedingung 

‘bedeutet, daB, wenn r=b ist, d. hh. an der konvexen Flache, o,=0 ist. Aus den Gleichungen (9), 
_ (10) und (11) ergibt sich : 


4a 28H Ip o(1- mnt) 


Os 
2 B= 2oN [b2 (2 o—a) —ao?| ? 


C= an [02 (3 a—2 0 +2 alng) + 6? (a—2 e) (1+2Inb)|, 


- worin b 
N = b?— 97-2 5? In'— 
: g 
3 ist. ‘ 
Setzt man die gefundenen Werte von A, B und C in (7) und (8) ein, so erhalt man die end- 
_ giiltigen Formeln fiir die Spannungen o; und o; fitr den ersten Spannungszustand 


C= ae {e FA |e a) @ In ~\| + 9 Geo . b? In -) +b? (a o)—or||. (12) 
‘ 0, = TRE [v2 r2 In (a—2 0)+0? [a(x In £4821n 2) + (9—a) (o—r)]|. (13) 


- In diesen Formeln ist der Wert von @ noch unbekannt. 


- Zuseiner Ermittlung untersuchen wir die Gleichgewichts- 

_ bedingungen eines Stabteiles (Abb. 3). Man ersieht, daB 

1. die tangentialen Normalspannungen o; in einem be- 

liebigen Querschnitt ein Kraftepaar bilden, und da 

2. das Moment dieses Kraftepaares dem Moment der 

duBeren Krafte gréBenmaBbig gleich, aber dem Rich- 
tungssinne nach entgegengesetzt ist. 


| 
| || 
| 
| 
Die erste Bedingung 1a8t sich so darstellen: Abb. 3. \ ee ' 
b 


b b 
fo dr +o; (@—4) = [abate (@—4) = al + os (g—a) 
@ 


@ Q 
= [= +B b+2bIn b)+ 2 C8] [= | B (0 + 2glng)+2Co] +o (o—a) = 0. 


Der Ausdruck, der in der ersten eckigen Klammer steht, ist auf Grund von (11) gleich Null, 
und der in der zweiten eckigen Klammer stehende Ausdruck ist auf Grund von (10) gleich 
os(o—a). Auf diese Weise geht die letzte Gleichung in die Identitat 0=0 tber. Man kann 
die zweite Bedingung folgendermaSen darstellen: 


b a : ° 
2 d2 i: d 
—M= [ or dr+-$ (2-0) = <t rdr- 5 (0?—a?) = E a 7 le! =i 
2 0 Q g c 
+S (g2—a2) = [4+ B (b? + 2b%In b) +2 Cd*] —[4 + B(e? + 207m 9) + 2C gt] — 


Os 


[4 ln <4 B (bln b—g#In 0) + C(b20%)] + (02a). 


(14) 
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Unter Beriicksichtigung, da® der in der ersten eckigen Klammer stehende Ausdruck aut 
Grund von (11) gleich Nullist, und da® der in der zweiten eckigen Klammer stehende Ausdruck 
auf Grund von (10) gleich o; @ (@—4) ist, ergibt sich nach Einsetzen der Werte A, B und C. 


folgende Gleichung zur Bestimmung von @: 


. b b 7 
a (b¢+04) +2 oly (029?) —ab? 0] +400? In | |B +e (e + ain ~)| 05 _ (15) 
wobei te ster 
ees ut 2 
Vines ee PUNE) aE cae a 
ist. 


Nach Ermittlung von 9 aus (15) kann man dann mit Hilfe von (12) und (13) die Spannungen | 
in einem beliebigen Punkt finden. : i 
Setzt man den Ausdruck do;/dr gleich Null und lést die erhaltene Gleichung nach r auf, 


so ergibt sich - 
2 07 b? E (in —1) +0 
r= e (16) 


b?(2 0 — a) — a? 
Bei diesem Wert von r hat o, die maximale GréBe. Beim Einsetzen des Wertes r aus (16) in 
(13) ergibt sich Or (max) Fir r=b (13) ist G-=0; 
Setzt man den Ausdruck fiir o; gleich Null, so ergibt sich die Gleichung 


pe 2 [2 ¢—a) (1—In-7)] +92 [a(r2In = b?2 In 2) 4 b? (a—o) or] Sans - =| 


aus der man die Lage der neutralen Achse bestimmen kann. 
Setzt man in (15) g=a und fiir 6 und y ihre Werte ein, so erhalt man nach Auflésen der | 
Gleichung nach M denjenigen Wert des Biegungsmomentes, der dem Anfang des FlieBvorganges | 
in den unteren Querschnittsfasern entspricht, 
os [(b?—a?)? — 4a? b? (In) ” 
M = al ea) ] (17) | 
4 (a2—b? + 2b? In—) | 


c) Zweiter Spannungszustand. Das Gesetz der Spannungsverteilung in der unieren 
plastischen Zone bleibt das gleiche. In der oberen plastischen Zone ist o, eine Zug- und o; eine 


Druckspannung. 
Die Plastizitatsbedingung nach Mohr lautet 
, Or — 01 = Os. (18) 
Die Gleichgewichtsgleichung (1) eines Elementes der oberen plastischen Zone wird 
do, ; ; ’ 
r Pao Ot Or — aa Ose (19) 
Durch Integration erhalt man 
o, = C—o,;Inr. (20) , 
Bei r=b ist o,=0. Daraus folgt: 
C=o;Inb. 
Wenn man in (20) fiir C dessen Wert einsetzt,.so ergibt sich 
Or = Os In 43 0 " (21) 
T | 
Dann erhalt man auf Grund von (18) 
b | 
Oo = —o. (1 In—). (22) | 


Auf diese Weise andern sich in der oberen plastischen Zone die beiden Spannungen nach einem | 
logarithmischen Gesetz. 5 | 
Wenn die angreifenden Momente in entgegengesetztem Sinne wirken, so erhalten die Glei- | 
chungen (18) und (19) folgende Form: 
O:—Or=O0s, 1 tts 


dr 


= Os. 
Daraus folgt 
b 
Or = —O; In — , 
r 


on cs tae 


I 


Ot 


; 
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4 Die Spannungen in der elastischen Zone bestimmen sich nach den Formeln (7) und (8). 
: Die Bedingungen des stetigen Uberganges an den Grenzen zwischen der elastischen und der 
plastischen Zone kénnen folgendermafen dargestellt werden (Abb. 4): 


oe t Bt 2ing)+2C=a, (23) 
4 A : 1A 
4 o + B(1+21Ine@)4 2€=0,(1 ae (24) 
A b 
oe Pt ain eat Co Gln (25) 
A raed 
Abb. 4. oe +B (3+ 2In9,)+2C= —o.(1—In ae (26) 


Die Gleichungen (23) und (24) entsprechen den Bedingungen (9) und (10) des ersten Spannungs- 
zustandes. Die Gleichungen (25) und (26) zeigen, daB, wenn r=9, ist, d. h. an der Grenze zwischen 
der elastischen und der oberen plastischen Zone, die radialen und tangentialen Spannungen der 
_ elastischen Zone den entsprechenden Spannungen der plasti- 
- schen Zone gleich sein miissen. Aus (23), (24) und (25) folgt 


A= 26% (ofin— 1) 4 a(1 In )I, 


ine 


Os 


2 b ere 
20N, [2 ee (In > 1) +a (6 4 0°). 
Os 3 é 
Chan, [2 6% (g o7n/0 7%) | 20 (1+2In% 1 


2 2In gin ~) —a of (1 +2Ing,) 
1 


wobei 


Ny =o? —G +2 giln re 


ist. 
Weariman diclerbaltenen Wertexon A, Bund Cin (7) und (8) einsetzt, so erhalt man folgende 
endgiiltige Formeln fiir die Spannungen in der elastischen Zone beim zweiten Spannungszustand : 


Oy Se Tir {et eae Z asi Me ; 2) i ae . : al* | (27) 
+ 4o2|r?In ~ + gt (In —1)| + 93 |r? 4 gi (1 aa ale | 


eerste ale oh b r r 
o = ye jot? [o(In pat 2p — th _ | ain sae | ae 
+ oi] (in = 1) . a(1 In &)) 4 ar#{a(In 1) || | 
als oes Q . g ls 
In (27) und (28) sind g und ¢, noch unbekannte GréSen. Zu ihrer Ermittlung sind noch zwei 
_ Gleichungen erforderlich. Die erste erhalt man, indem man an Stelle von A, B und C deren Werte 
‘in (26) einsetzt. 
Nach einigen Umformungen ergibt sich 
got (21m > — 3) +0 (cf—0%) +2 0%(aIn tt gn > + 5-0) <0. (29) 


Um die fehlende Gleichung zu erhalten, betrachten wir die Gleichgewichtsbedingungen eines 
-Stabteiles (Abb. 5). In gleicher Weise wie im ersten Spannungszustand ersieht man, daB 
1. die tiber den Querschnitt verteilen Spannungen o; keine Resultierende haben, und dab 
2. das Moment dieser Spannungen dem Moment der auBeren Krafte. gré®BenmaBig gleich, 
aber dem Sinne nach entgegengesetzt ist. 
Die erste Bedingung lautet 
b 


@ Q 
fa dr + o; (0-4) —| Os (1— In 2) pee ea a o; (0 —a)—o; @, Ir a = [= + 


Q Q1 g 
A b 
+ B(a,+2 In g)+2 € |= oe (o+2 glng)+2 o| aT ON Qian) 940) Ma ee 
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Der Ausdruck, der in der ersten eckigen Klammer steht, ist auf Grund von (25) gleich os 0; In ae 


und der in der zweiten Klammer stehende Ausdruck ist auf Grund von (24) gleich o; (g—a). Auf 
diese Weise kommt man zur Indentitat: 0=0. 
Die zweite Bedingung ist 


Q1 b Q1 Q1 
—M=f ordr+¥ (o?—a?) fo (1—1n +)rar—=[r 5? | [9 =f 
Q Q1 © 2 
LS (92a) — % (bg) — gt In = [A+B (ei+2 gf In ga) +2 Cet] — (30 
im |4+B (9? +2 g? Ing) +2€ 0° | a |4 In +B (gi ln qo? In g) + € (—0)| z 
+ $ (g2—a®) — (629) — gin 


Unter Beriicksichtigung, da® der in der ersten eckigen Klammer stehende Ausdruck auf Grund 
von (25) gleich o; 0? In b/o, ist, und daB der in der zweiten Klammer stehende Ausdruck nach 
(24) gleich o,0(0—a) ist, erhilt man nach Einsetzen der Werte von A, B nnd C 


(jy, g by a 3 
a (o*+ 0%) +2 o*|2k gi (In a + 21n a In ; >) | + 


+o ot 4k (2 as!) +0; (in —3)+2 ao [2 (In £2)"—1]} = 0S 


(31) 


wobei 


ean 2 4 


ist. Nach Ermittlung der Radien 9 und Q, aus (29) und (31) kann man nach den Formeln (27) 
und (28) die Spannungen in einer beliebigen Faser bestimmen. 
Der Wert r, der dem gréfBten Wert von o; entspricht, ist 


20° e[¢(In-—1) +a(1—-n &)| fi o 
r= e 
200. (in 5- 1) + a (0; + @?) 


Die Lage der Nullinie kann man aus der Gleichung 
b b Tr r 
2 2 01 1 ee 
| o.T |e (Im 2 ialtusereenaae: 2) 4 a(1+In2)|+ 
2 ey eae OY pe PACT a Pah orcas eta Peete dil ees 
+0 fa[r In| +¢i (In = )|+ ofr +@(1 In—-)|| Ue 
bestimmen. Setzt man in (29) 90,=b, so erhalt man die Gleichung 
b 
Ps er AU NC eG NaN EINES Ths De: (34) 


woraus der Wert von @ bei Beginn des FlieBvorganges in den oberen Fasern des Querschnittes 
ermittelt werden kann. 


Den entsprechenden Wert des Biegungsmomentes erhalt man bei Ersetzen von 0, durch 6 
in (31). und Auflésen der Gleichung nach M. Dann ergibt sich 
a0 E (o—2a) + 26? (1 a. zn) |+ 2aob [« —o+ pine (ela —a)] + (a2) | 
= ee ox Q @ Q (35) 


40 (#2 —20"In ) : 


(33) 


M 


Wir wollen jetzt annehmen, da das ganze Material infolge der Zunahme der Momente in 
den FlieBzustand iibergegangen ist. Dann erhalten (30) und (30’) folgende Form: 


b 

0; (o—a) —f o(1— in”) dr=0, (36) 

2. 

(9? a?) —f o.(1 In *\rdr=—M, (37) | 
Q 
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wobei @ der Abstand von dem Kriimmun 
und unteren plastischen Zone ist. 
Daraus folgt 


gsmittelpunkt bis zur Grenze zwischen ‘der oberen 


g—a=gln> a (38) 
M = %[o#(2In--—3) + 824208]. (39) 


Mit Hilfe der beiden letzten Gleichungen kann man den Grenzwert desjenigen Momentes 
feststellen, bei dessen Wirkung das ganze Material in den FlieBzustand iibergehen mu, AuBerdem 
kann man die Grenze zwischen der plastischen Zug- und Druckzone ermitteln!, Man kann leicht 
erkennen, dafs die Radialspannungen 0, die Bedingung des stetigen Uberganges an der Grenze 
der plastischen Zonen befriedigen. Tatsachlich kann o; hier auf zweierlei Art ausgedriickt werden, 


als o; (1 ==) und als o; oe Es ist aber 
e Q 
Ge (1 —+) = Gul 4 
Q Q 


was unmittelbar aus der Gleichgewichtsgleichung (36) folgt. 


Zum Schlu8 deuten wir einen méglichen Lisungsweg der Aufgabe an fiir den Fall, da® auf 
den Flachen des Elementes mnpq (Abb. 2) auSer den normalen Spannungen auch Schub- 
spannungen wirken. Es kann dies dann auftreten, wenn das Moment der auf eren Krafte fiir 
die verschiedenen Querschnitte veranderlich ist, z. B. im Falle eines gekriimmten Stabes mit 
kreisférmiger Achse, der an einem Ende eingespannt und am anderen Ende durch eine Kraft 
belastet ist. 

Die Gleichgewichtsbedingungen eines kleinen Elementes haben sowohl fir die elastische 
als auch fiir die plastische Zone die gleiche Form 


00, IP Rie Or—O;t 1 0G; OT 2. 


| | 
Orie. Tr at T eas r OO e re or 0. (40) 
Bekanntlich werden? diese Bedingungen erfillt, wenn man annimmt 
Ee a) 0p pe eax) 
chnever oe a Oh a a PE ear ear Tae 0 @) 


wobei p die Spannungsfunktion ist. 


In dem elastischen Bereich muS die Funktion p so gewahlt werden, daf sie die Differential- 


gleichung 
eat de pie dee DN N UO? Gh, els adi > 182 
Ce 5 r ore ra ooh ae ip Tie w r rar) =? (22) 


befriedigt. 

Fir den plastischen Bereich kann man an Stelle der Gleichung (42) die Plastizitatsbedingung 

nehmen. Nach Mises-Hencky hat in dem zu betrachtenden Falle die Plastizitatsbedingung 

folgende Form: 

6; —0:0;+02+377=03. (43) 

Setzt man statt o;, 0, und t in (43) ihre Werte (41) ein, so erhalt man folgende partielle Diffe- 
rentialgleichung: 

asap ALE el HOGI On@ NEL Op Valbe Tho? Oya? non gee 
Rae) rier Sort | sare) ro3e ar ' rs ar 32 | 


1/#@>\2, 3 (dp\2 6 Ip Ye Sof SS Cops Nay to | 
ara ae Te a Tr 0 or oa ae aa Gane he 


Die Spannungsfunktion der plastischen Zone muB diese Gleichung befriedigen. 


(44) 


Die Gleichungen (42) und (44) in Verbindung mit den Bedingungen an den Grenzen der 
elastischen und der plastischen Zone ergeben die Méglichkeit, die Spannungsfunktion fir den 
elastischen und den plastischen Bereich zu ermitteln, und zwar nicht nur in obigem Falle, sondern 
auch in einer Reihe anderer Falle des ebenen Spannungszustandes. 


1 In Wirklichkeit tritt, ehe das Moment die GréBe (39) erreicht, die Verfestigung des Materials ein. 


2 Siehe z. B. S. Timoshenko, Theory of Elasticity, S. 53, oder A. Féppl und L. Féppl, Drang und Zwang, 
sya lile 
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3. Niherungstheorie. a) Allgemeines. Nun betrachten wir eine Naherungstheorie, die 
auf der Annahme beruht, da® die Stabquerschnitte bei der Biegung eben bleiben und daf die ; 
seitliche Pressung zwischen den Langsfasern auBer acht gelassen werden kann. 

Die Stabachse ist eine beliebige ebene Kurve. 

Man setzt voraus, da®B das Material des Stabes einen langen FlieSteil in der Spannungs- _ 
Dehnungs-Linie hat, der das idealisierte Prandtl-Diagramm (Abb. 6) anzunehmen erlaubt. Man 
nimmt fernerhin an, daB die Biegungsmomente in der Kriimmungsebene wirken, und daf jeder” 
Stabquerschnitt eine Symmetrieachse hat, die in der Kriimmungsebene liegt. 

AuBerdem werden wir den EinfluB der Querschnittsformanderungen auf die Spannungs- 
verteilung und Deformationen auSer acht lassen und den Fall der reinen Biegung betrachten. 

Auf Grund dieser Annahmen untersuchen wir den Spannungszustand des gekrimmten Stabes 
bei elastisch-plastischer Biegung und ermitteln die Lage der Nullachse und der Grenze zwischen 
der elastischen und der plastischen Zone. Wir bestimmen auch die Grenztragfahigkeit des 
krummen Stabes und entwickeln die Formeln zur Ermittlung der Verschiebungen der Stab- 
achse. Die Spannung im elastischen Bereich lat sich folgendermafen darstellent: 

Bg Ve : (45) 
dp r+y 

Dabei ist r der Kriimmungsradius der neutralen Flache (Abb. 7) und y der Abstand einer be- 

liebigen Faser von der neutralen Achse. Da die Spannungen in den duBersten Langsfasern nicht. 


Oe 


Abb, 6. Abb. 7. Abb. 8. 


gleich sind, so miissen zundchst die plastischen Formanderungen nur einseitig von der neutralen 
Flache, entweder in den oberen oder in den unteren am meisten gespannten Fasern auftreten. 
Im Falle einer Zunahme der Momente kénnen plastische Deformationen auch beiderseits der 
neutralen Flache entstehen. : 

Deshalb mu man zwei Spannungszustande untersuchen: 

1. Plastische Formanderungen nur auf einer Seite der neutralen Flache. 

2. Plastische Formanderungen beiderseits der neutralen Flache. 


b) Erster Spannungszustand. Die meisten der gebrauchlichen Querschnitte (recht- 
eckiger, kreisférmiger, I-formiger) haben bei der Biegung die maximalen Normalspannungen 
in den Fasern der konkaven Flache. Deshalb wollen wir ferner voraussetzen, daB die Plastizierung 
zupachst in den Fasern, die in der Nahe dieser Flache liegen, auftritt. 

Die Spannung im plastischen Bereich lat sich folgendermafen darstellen: 
Eddg ofl 

Wipe ahaa 
worin 0; die FlieBgrenze und y, der Abstand von der neutralen Achse bis zur Grenze der plasti- | 
schen Zone ist (Abb. 8). ‘ 

Die Summe der Projektionen aller auf das Element abcd wirkenden Krafte auf die x-Achse | 
liefert folgende Gleichgewichtsbedingung : | 

i Hédqg ydF Eddgo Fiyy 
dp rt+y OY WTR e yy 


(46) 


0s = 


=) 0). 


(F,) 


1 Siehe z. B. S. Timoshenko und J. M. Lessels; Festigkeitslehre, S. 124, Berlin 1928. 


* 
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- Dabei ist F, der Hischenabalt des Querschnittes der plastischen Zone und F, der Flichen- 
-inhalt fiir die elastische Zone. 


“ 


Daraus folgt 


i yd FE Fy y1 (47) 


ry Sosa tea! 
(F.) 


Das résultierende Kraftepaar der tther den Querschnitt verteilten Spannungen muf mit dem 
auBeren Kraftepaar im Gleichgewicht stehen. 
Also ist 
Edd "dF Edd k 
Mc [Ss a a — P Fuyiky _ Edd [oar rf ydF - Pu yiku 
() {3 rH ? rae eae ht 


) , (48) 


(F.) (F) 


_ wobei k, der Abstand von der neutralen Achse bis zum Schwergewicht der plastischen Zone ist. 


Das in der Klammer stehende erste Integral stellt das statische Moment S, der Querschnitts- 
flache der elastischen Zone in bezug auf die neutrale Achse dar. 


Den Wert des zweiten Integrals gibt (47) an. Aus (46) folgt 


Edd aye 
fer Say, ‘ 49 
: dy : Y1 sia 
- Setzt man (49) und (47) in (48) ein, so erhalt man 
M Se (r—y1) 
— = +" + Fy (ku —1r). 50 
= Rae UT eRe (50) 


Das dem Anfang des FlieBvorganges in der unteren Zone entsprechende Moment M’ findet 
man aus (50), wenn man F',=0 und y,=h, setzt. Dann ergibt sich 


r—h, 


M’=o,S ie 


(51) 


wobei S das statische Moment des ganzen Querschnittes in Bezug auf die Nullinie ist. 


Aus den Gleichungen (47) und (50) kann man die Werte r und y, ermitteln. Damit wird die 


Lage der Nullinie und der Grenze zwischen dem elastischen und dem plastischen Bereich be- 


stimmt. Errechnet man den Wert E 6 dy/dy aus (48), und substituiert man ihn in (45), so ergibt 


sich folgender Ausdruck fiir die Spannungen im elastischen 
- Bereich: 


ae oe a (52) 
BOL ay TY. 
Lf re eb 


Setzt man im (52) y=h, und o=o, ein und ermittelt 
man WM, so erhalt man folgenden Wert des Biegungs- 
momentes, das dem Anfang des FlieBvorganges in der 
oberen Zone entspricht: 


M= o.| S.+ Pete) dame a (53) 
LTE al hy 
Aus (53), (47) und (50) kann man die GroBen M, r und y, 
bestimmen. : Abb. 9. 


c) Zweiter Spannungszustand. Die absoluten Grifen der Spannungen in den Punkten 
der Geraden nn und nn’ sind gleich. Deshalb ist 


pest Bee) A132 \ (54) 
ra Nt TrY2 
Dabei ist y, der Abstand der plastischen Zugzone von der z-Achse. Die erste Gleichgewichts- 


gleichung des Elementes abcd (Abb. 9) lautet 


I Eéddgp ydF ee Yafo) — 9 
Cie. Tied ED OONT Nae TE Ys ‘ 


(F.) 
wobei F,, der Flacheninhalt des Querschnittes der Druckzone und F’) derjenige fiir die Zugzone 
ist. Aus dieser Gleichung ergibt sich mit Hilfe von (54) 


f Nia E Yar (Fie — FF) - (55) 


me 
ye 


t “aie Pre RN CE Me ST bg 4 
: Oe e he aes 
v Be: 4 - ~ 5 
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Man kann die zweite Gleichgewichtsbedingung unter Beniitzung von (54) und (55) in folgender 
Form darstellen: 


Ares Eddy ELE Fuyihu Fy ¥2ho 
ed ( ey; Tommy T+Ye ) 
(F,) 
_ Eddy Pohl afi foe 
==" | [de Ee (Fake + Fahd (56) 
(F.) 
Edd 


{ S.+ 2 [F.(ha—r) + Fo(hotn)] 
1 
Dabei ist k, der Abstand von der z-Achse bis zum Schwerpunkt der plastischen Druckzone, 
ky ist derselbe Abstand fiir die plastische Zugzone. Substituiert man (49) in (56), so ergibt sich 
M ah rT—Yy 


Os Xi 


Fu (ku—r) + Fy (ko+1) « (57) 


Aus (57), (55) und (54) kann man die Werte r, y, und y, ermitteln. Bestimmt man aus (56) 
den Wert von E 6 dgy/dgq, und setzt man ihn in (45) ein, so erhalt man die Formel fiir die Span- 
nungen im elastischen Bereich in folgender endgiiltiger Form: ; 

c= a oa (58) 


+ 
So+ ee [FeGes-W) Re avin) prea 


Beim Einsetzen von F,=F,=0 und S.=S in (58), ergibt sich die be- 
kannte Formel fiir die Spannungen bei elastischer Biegung 


Wee Be 
Canes r+y ~ 
Es ist zu beachten, da die Nullinie bei elastisch-plastischer Biegung 


mit der Zunahme des Biegungsmomentes ihre Lage ebenfalls andert. 


d) Formanderungen. Jetzt entwickeln wir die Grundformeln 
fiir die Formanderungen der gekriimmten Stabe bei elastisch-plasti- 
scher Biegung. Man betrach:et ein Element des Stabes (Abb. 10), 
bei welchem sich unter der Wi:kung der Momente M an der konkaven 
Oberflache eine plastische Zone gebildet hat. Der Drehungswinkel dd 
des Querschnittes pq gegeatiber mn infolge der Formanderung des Ele- 
mentes mnpq wird auf Grund von (48) und (47) sein 


ddy = Md Mds 


£[S.+ 723 hey] Ee|S. + uh (1) | : (9) 


worin g der Kriimmungsradius der geometrischen Achse ist. Bildet sich die plastische Zone 


sowohl an der konkaven als auch an der konvexen Fliche, so ist 


Mads 
Ee | S.+ ae [7a (bu =r) + Fo (ho + 7)] 
Nun untersuchen wir, wie sich die Formanderung des zu betrachtenden Elementes auf die 
Verschiebung eines beliebigen Punktes A des gekriimmten Stabes auswirkt. Man nimmt an, 
das x) und y, die Koordinaten des Punktes A, x und y die Koordinaten des Querschnittes pq; 
Ox und dy, die Komponenten der Verschiebung des Punktes A, die durch Drehung des Quer- 
schnittes pq um den Winkel ddp hervorgerufen wurde, sind (Abb. 11). Ersetzt man sin(ddq) 


ddg= 


(60) 


und cos(ddq@) durch entsprechende Reihenentwicklungen und vernachlassigt man die unendlich. | 


kleinen Gréfen zweiter und héherer Ordnungen, so erhalt man 


6%) = AD [cos (x—ddq)—cos «| = Deel |(i- oie t+) 1] + 


sina | * 21 
Ody 


+ sin a (ddy— iar a ...)\ = (yoy) Ode, 


(61) 


owt 
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SS a as a I aL ne eal OS ee el ee : 


6¥) = AD [sin a—sin(x—ddg)| = ~— {sin at E (1 


[odp> 


62 
+ cos a (ddy aeaes +-)| = (xy—4) dd. ee 


Wenn man in (61) und (62) an Stelle von dd die vorher erhaltenen Werte einsetzt, so ergeben 
sich folgende Ausdriicke fiir die horizontalen (f,) und vertikalen (f,) Verschiebungen des Quer- 
schnittes A infolge der Forminderung des Teiles 0 A. 


M(y,—y)d i 
fay, f Meeeoe Spends 
Ees 1 Ae 
(s;) (s;,) Ee Is. as Gay, (ky —1)| 
M(yo—y)ds (63) 


ne ae 
(3, Ee orate 1 [Fu (ky—r) + F, (keo-+r) | 


Yo 
oe M(x,—x)ds | M (x%)—x)ds 
Gees pg ot Sra ea ee, 
3.) s,) Lo} S,. + —— (kyu —r) 
(s; (s;,) r—yy 
; M(x,—x)ds : (64) 
i) Ee] Se +24 [Fulu—n) + Fo(bo+)]| 


wohei s; die Lange eines elastisch deformierten Abschnittes des Stabes, s, die Lange eines elastisch- 
plastisch deformiertesn Stababschnittes mit einseitiger plastischer Zone (an der konkaven Flache) 


und s;’ die Abschnittslange mit beiderseitiger plastischer Zone sind. 


- Infolge Formanderung des ganzen Teiles 0 A erhalt der Querschnitt A eine Drehung um den 


Winkel 
Mds Mds 
Tao) ener 
(s,) (s;,), Ee |. = Ty, (Fu) | 


Mds (69) 


(s,/) Eo |S: se ers (k.—r) = Fy d+r)]| . 


Man mu beachten, da® die von uns erhaltenen 
Formeln (63), (64) und (65) nur Naherungs- 
formeln sind, und da man sie nur in den 
Fallen anwenden darf, wo die Deformation des 
gekriimmten Stabes gering und der Hinflu® der 
Langs- und Querkrafte unwesentlich ist”. 
Diese Gleichungen vereinfachen sich wesent- 
lich fiir Stabe mit schwacher Kriimmung. 
Den Wert des Winkels 6dgm kann man in 
diesem Fall unmittelbar aus (56) erhalten, wenn 
man annimmt, da die Querschnittshéhe gegen- 
iiber r gering ist. 
Dann kann man die Gréfen y, y, und y, inden Abb. 11. 
Nennern in (56) gegeniiber r aufer acht lassen. 
Nachdem wir auf diese Weise das Hyperbelgesetz der Spannungsverteilung in der elastischen 
Zone durch ein geradliniges ersetzen, kénnen wir annehmen, daB y,=y, ist. 


Dann erhalt die Gleichung (56) folgende Form: 


E od 
ae (Je + Fuku '¥y + Fo ko ¥2) =e 


Eddy 
rd 


Mo [ect (Su + So) yi] ’ 


1 Wir setzen hier den allgemeinen Fall der Biegung voraus und lassen die Wirkung der Langs- und Quer- 
krafte auBer acht. 
2 Bei Entwicklung dieser Formeln lieBen wir auch den EinfluB des Biegungsmomentes auf die Verlangerung 
oder Verkiirzung der Stabachse auBer acht. 
24 
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wobei S, und S, die absoluten GréBen der statischen Momente der plastischen Zonen und J, — 
das Trigheitsmoment der elastischen Zone sind. Hieraus folgt . / 
| Mds | 
dy= ; 66) 

7 04? = T+ Got SOI (69) 
Hier haben wir wegen der geringen Kriimmung des Stabes angenommen, dai ds=ody =rdp 
ist (Abb. 10). 4 

Ist die plastische Zone nur auf der einen Seite von der neutralen Flache, so mu man in (66) 
Sp oder S, gleich Null setzen. Setzt man in (61) und (62) fiir ddy seinen Wert (66) ein, so er- 
geben sich leicht die Formeln (63), (64) und (65) zur Ermittlung der Formanderungen in Staben 
mit schwacher Kriimmung. 

Es ist zu bemerken, daB die bekannte Differentialgleichung fiir die radialen Verschiebungen 
bei elastischer Biegung eines Stabes mit kreisférmiger Achse, die von J. Bussinesq gefunden 
wurde und die folgende Form hat?: 

d* w Mr? 
die hae ra 
leicht fiir den Fall elastisch-plastischer Formanderungen umgeformt werden kann. 

Die Kriimmungsveranderung A in einem beliebigen Querschnitt ist auf Grund von (66) 
ddy M 
ds E [Je + (Su + So) yi] 

Ersetzen wir in der Boussinesqschen Gleichung M/E J durch den Ausdruck (67), so erhaltea wir 
folgende Differentialgleichung fiir die elastisch-plastisch deformierten Stabteile: 
dw eres Mr? 
dy E[Je+ (Su+ So) xi)” 
wobei w die radiale Verschiebung des durch den Winkel g bestimmten Querschnittes ist. Fiir die 


Stabteile, welche die plastische Zone nur auf einer Seite von der neutralen Flache haben, muB 
man in (68) S, oder Sy gleich Null setzen. Fir einen Stab mit rechteckigem Querschnitt ist 


(67) 


(68) 


d2 } M 2 
sor tw = set Sie Ws (68’) 
e yl eee 
Mf 
Dabei ist M das Biegemoment in einem beliebigen Querschnitt 
bh? 
und My; = 6 O° 


Wir betrachten jetzt die Verwendung der gefundenen allgemeinen 
Zusammenhinge im Falle eines krummen Stabes mit rechteckigem 
Querschnitt. 


' e) Rechteckiger Querschnitt; erster Spannungszustand. 
Man ersieht aus Abb. 12, da 


F, = (r—y,—a) 
ist. Hieraus folgt, das die rechte Seite von (47) wird 


Abb. 12. 
Fi Va a 
— + = by, (1— 5 
Daal YI ( Dea (0?) 
Die linke Seite kann man folgendermafSen darstellen: 
yd te ; U—r c c 
ae bf — du=b (c u,)—rIn a b(Vaich dest ele (70) 


(F.) uy 


Setzt man (69) und (70) gleich, so erhalt man 


Yo Al ala 


imma sf raya fi 


(71) 


1 C. B. Biezeno und R. Grammel, Technische Dynamik, S. 306, Berlin 1939. | 


oe SEN Ie OS oe 1 etn 


fo aia ie paren 
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Ferner ist’ 


Be 1 | 
Se= = (¥a—-%); oa leah ored Wee a tat) Fy (ku—r) = + [a2@—(r—y,)3] Z 


Man kann die zweite a oe in folgender Form darstellen: 


Moe, bie 4 
IEA F | Sie eit al ET nin]. (72) 
Substituiert man r=c—y, in (71) und (72), so ee man 
re 
SEAR ae eee ; U 
UP array Surry hoe eer (71’) 
M b Tt is be , 
Gan [ar =m ot (yo y+ y1¥2)| (72") 
Die Auflésung der Gl. (71’) und (72') kann man wesentlich vereinfachen, wenn man die Sub- 
stitution 
v-+t v—t 
ors RLS Dis Oa (73) 


anwendet. Dann erhalt man aus (72’) nach einigen Umformungen 
v [A+ (c—v)?] 


' t = A+b(c2—v?) > (74) 
worin : 
bate 2M 
ist. Man kann jetzt mit Hilfe von (74) und (73) die Gleichung (71’) folgendermaBen darstellen: 
c v bhv 
J c—v c—v E < ad 4 ; co) 


Folglich fiihrt die Untersuchung der Spannungsverteilung beim ersten Spannungszustand zur 
Liésung der transzendenten Gleichung (75). Die Ermittlung des Wertes v kann man mit Hilfe 
_ eines der bekannten Naherungsverfahren ausfihren. Es ist auch ein anderer Weg méglich. 
Man kann die Reihenentwicklung 


+ ++ 


c—v aes c Ce 33 wo 
el A 
- benutzen, wobei nur die ersten Glieder zu bericksichtigen sind, 
weil diese Reihe schnell konvergiert. Substituiert man diese Glie- ° 
der in (75), so erhalt man eine algebraische Gleichung, die den 
Wert von v liefert. Nach Ermittlung von v kann man ohne 
weiteres alle anderen Griffen (t, y, und y,) aus (74) und (73) 
bestimmen. ‘ 


LEK 


el 
: a 
f) Rechteckiger Querschnitt, zweiter Spannungs- 
zustand. Man ersieht aus Abb. 13, dah we | 
F,=6(r—y,—a), Fy=b(e—r—yo) Abb. 13. 


ist. Die rechte und die linke Seite der Gleichgewichtshbedingung (55) kann man mit Hilfe von 
(54) in folgender Form darstellen: 


1 4 = ¥i(a+c) 
reas (Fu Fy) = bly. +42 a rec > (76) 
ug 
ydF i ea Rae she Yo 

if ay =f 4 du b (up u,—rl1n ee b (yi +32 rin =) . (77) 

(F,) il 

Setzt man (76) und (77) gleich, dann erhalt man 

Fl te (etc), (78) 


al ae i 
Da 


b 9 
=F (8-9), Pee) =F [eC], Polhotr) = glee (r+99)"] 
24* 
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sind, so geht die zweite Gleichgewichtsgleichung (57) tiber in 


M b ”) 
Bd [a? pikes VoIP a Al ¥e)] . (79) | 
Aus (54) folgt | 
anne (80) 
Setzt man diesen Wert r in (78) und (79) ein, so erhalt man 
ie (ac) (v2—%1)” 78/ 
* im Oat ie 2 ¥1 2 (Yo+%1) s ( ) 
Maw Bel iy ings 5 eae ator | 79! 
Chine \« ans (¥2—¥1)" : ) 


Man kann die Auflésung von (78’) und (79’) vereinfachen, wenn man die Substitution 


‘Vata W Drea ca any Bea are 
anwendet. Dann folgt aus (79’), daB a 
cary ey 


ist, worin 


2M 
Deyo 
p=2(a L- ¢€ a 


‘Wir beniitzen ferner die Reihenentwicklung 


rs ioe ; ; ‘ ; h 
Jove v t ‘ y Fe 
Pear a ee (+s 4+ ea +-+). (82) 


v 


Diese Reihe konvergiert sehr schnell, und fiir die praktische Anwendung ist es ausreichend, 
_ nur die zwei ersten Glieder der Reihe zu beriicksichtigen. Ersetzt man in (78’) In (y5/y,) durch 
zwei Anfangsglieder der Reihe (82), so erhalt man nach einigen Umformungen 


2(1 ar) = es (83) 


3 v? v—e”’ 


+ 


wobei f=2 (a+c) ist. 
Fiihrt man t aus (81) in (83) ein, so wird 


Verru=73+ oy): (83') 


ve 
Seizt man 
+n =a é ° 
so geht (83’) in die Gleichung dritten Grades, x 
-&—4y8+4 wy =0 (84) 


2 
iiber, worin y = a iste 


Man kann leicht die Lésung von (84) Ea den Formeln von Cardano oder mit Hilfe der 
Kreis- und Hyperbelfunktionen finden. Nach Bestimmung von € ergeben sich ¥, t, yj, Ye und r 
aus den Formeln (81), (73) und (80). 

Wir wollen jetzt voraussetzen, da die Nginente M allmahlich wachsen. Durch Einsetzen 
von ¥;=¥2=90 und r=}(a-+c) in (79) ergibt sich das Grenzmoment M,, das der vollen Plasti- 
zierung des ganzen Querschnittes entspricht, 


M, ie ele (c a)? Bh bh? 


4 (85) © 
Die Tragfahigkeit des gekriimmten Stabes wird theoretisch bei der Wirkung des Mamentes M, 
erschépft. mA 

Natiirlich werden, bevor das Motions die GriBe (85) erreicht, in den du ersten Hew die — 
Verfestigungsvorgange schon entstanden sein. Hat aber das Material des Stabes einen langen 
FlieBteil in der Spannungs-Dehnungs-Linie (z. B. Stahl 37), so kénnen die Momente, bei deren 
Wirkung die Verfestigung noch nicht ‘entstanden ist, sehr nahe an das Moment (85) heran- 
kommen. 

Man ersieht aus (85), daB der Grenzwiderstand des gekriimmten Stabes gleich dem Grenz-_ 
widerstand des geraden Tragers ist, der dieselben Abmessungen und dasselbe Material hat. 


Ws 
i 


+ 


t 
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4, Beispiele. a) Erstes Zahlenhbeispiel (Abb. 14 und 15). Der rechteckige Querschnitt 


- eines stihlernen gekriimmten Stabes habe die Abmessungen b=] cm, h=10cm. Es wird an- 
_ genommen, daB M—=40000 kgem, o,=2400 kg/em?, a=10 cm und c=20 cm sind. 


-Zuerst ermitteln wir das Moment M’, das dem FlieBbeginn entspricht. Nach den bekannten 
Formeln fiir die elastische Biegung erhalt man 


h 
r=—~=M4A3em, $=bh(*S°—1) = 5,72 em’. 


ee 
a 


Aus (51) folgt 


1 . OF 0; 
M’ = 31000 kgem. | 1996 x ¢ 
Auf Grund von (85) ist das Grenz- 
moment gleich 60000 kgcem. Bei dem 
oben angenommenen M=40000 kgcm 
tritt der erste Spannungszustand auf. 
Die Gleichung (75) hat in diesem Fall ME ? 
folgende Form: ay 
| 20 v 100 ed 
In : ( ) 3 
Sop 50—9 333.3 Abb. 14. Abb. 15. 
4 M=400 kgm. Strenge Lésung. M=400 kgm. Naherungslésung. 


Daraus folgt y=9 1 om: f 

Mit Hilfe von (74) und (73) ergibt sich t=1,9 em, y,=3,6 em, y,=5,5 cm und r=14,5 cm. 
Es entsteht eine plastische Zone nur im unteren Teil des Querschnittes, und zwar hat sie eine 
Héhe von 0,9 cm (Abb. 15). 

Aus (52) kann man die Spannung in einer beliebigen Faser der elastischen Zone bestimmen. 
Sie ist gleich: 

7260 v 

14,50-+y¥ ° 
Setzt man y=5,5 cm ein, so erhalt man die Spannung in der du ersten oberen Faser. Sie betragt 


1996 kg/cem?. 


(y= 


b) Zweites Zahlenbeispiel (Abb. 16 und 17). Die Abmessungen des Querschnittes sind 
dieselben, wobei jedoch M=48000 kgem angenommen wird. Es entsteht jetzt der zweite Span- 
nungszustand. Die Beiwerte sind 

fe = 920 cm? “Pp = 60cm; -y =.10,22 cm; 
Die Gleichung (84) nimmt folgende Form an: 
* — 40,88 £7 + 9400 = 0. 


Daraus ergibt sich €=31,4cm. Dann ist v = V@—n = 8,08 cm. Mit Hilfe von (81), (73) und 
(80) erhalt man 
t=2,08em, y;=3cm, yo=5,08 cm und r = 14,66 cm. 


Folglich hat die obere plastische Zone eine Héhe von 0,26 cm und die untere von 1,66 cm 
(Abb. 17). Aus (58) ergibt sich folgendes Gesetz der Spannungsverteilung im elastischen Bereich: 


9340 y 
“14,66+ y ° 


060 
Zum Vergleich bringen wir in den 
Abb. 14, 16 und 18 die Ergebnisse. , 
einer strengen Liésung der Aufgabe auf 
170 


‘ Oo = 


Grund der in Ziff.2 behandelten exak- 
ten Theorie. - 


Die Spannungsdiagramme zeigen, foie ae 
daB die GréBe der maximalen Radial- M=480 kgm. Strenge Lésung. M=480 kgm, Niaherungslésung, 
spannungen je nach der Ausdehnung rks 
der plastischen Zone wiachst und 31,5 % von 0s erreichen wiirde, wenn das ganze Material in 
den FlieBzustand iibergehen kénnte. Der Verlauf von o; unterscheidet sich wenig bei der 
Naherungslésung und bei der strengen Lésung. 


a, 
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Abb. 18. Strenge Losung 
fiir das Grenzmoment. 


Abb. 19. Niaherungslésung 
fiir das Grenzmoment. 


Ferner ist aus der Tabelle zu ersehen, 
daB die Momente, die dem Beginn des 
FlieBvorganges bei konkaver Oberflache 
entsprechen, ebenfalls sich wenig vonein- 
ander unterscheiden. Das Moment, welches 
die Grenztragfahigkeit des 


; 


Ingenieur-Archiy — 


Stabes darstellt, ist bei der strengen Lé- 


sung etwas kleiner als bei der Naherungs- 
lésung. Der Verlauf der Spannungen unter 
der Wirkung des Grenzmomentes ist in 


den Abb. 18 und 19 dargestellt. 


; Strenge Naherungs- 
Momente (in kg/cm) Teeune Tait 
FlieSbeginn 30 800 31 000 
FlieBbeginn bei konvexer Oberflache (e=11,5 cm) 46 500 — 
Grenzmoment 57 100 60 000 


Die Unterbrechung der Kontinuitat in dem Gesetz der Anderung der tangentiellen Span- 
nungen o;, die hierbei auftritt (siche Abb. 18 und 19), kommt in Wirklichkeit nicht vor. In 
dem Moment vor der Verfestigung verbleibt im Stab, welcher aus einem Material besteht, das 
einen langen FlieBSstiel in der Spannungs-Dehnungs-Linie hat, noch eine diinne elastische Schicht 
(punktiert angedeutet), deren Einflu®B wir nicht beriicksichtigen. Innerhalb dieser Schicht geht 
o; ununterbrochen und rasch von positiven itiber Null zu negativen Werten iiber. 


(Eingegangen am 6. September 1947.) 
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_ Das Umstrémungsproblem bei inkompressiblen Potentialstrémungen. 
; (1. Mitteilung.) 


Von F. Riegels in Gottingen. 


1. Es ist eine bekannte Methode der Theorie der Potentialstrémung, das Umstrémungs- 
problem fiir Kérper beliebiger Gestalt durch eine Integralgleichung zu beschreiben und zu lésen. 
Fir einfache Kérper wie Kreis und Ellipse, deren Umstrimung auch auf andere Weise bekannt 
ist, macht das keine nennenswerten Schwierigkeiten. Geht man jedoch auf Korper allgemeinerer 
Gestalt tiber, so ist die Integralgleichung meist nur numerisch lésbar, Vom Standpunkt der 
Strémungslehre aus hedeutet diese Methode, daB eine Belegung der Kérperoberflache mit Quellen 
und Senken bzw. Wirbeln vorgenommen wird, wobei die Verteilung dieser Singularitaten so 
bestimmt werden muf, daB die Kérperkontur Stromflache wird. Aus dieser Singularitaétenver- 


_ teilung kann sodann die Geschwindigkeit berechnet werden. Wir beschranken uns im folgenden 


~ der z-Ebene auf das AuBere eines Schlitzes 


auf ebene Strémungen und betrachten zur x-Achse symmetrische Kérper in einer zur x-Achse 
parallelen Anstrémung. In diesem Falle sind nur Quellen und Senken auf der Oberflache des 
Kérpers nétig. In einer II. Mitteilung werden wir spater den allgemeinen Fall mit zur x-Achse 
nicht mehr symmetrischen Kérperformen und mit Schraganblasung behandeln. 


2. Die Bestimmung der Quellverteilung auf der Kérperoberfliche ist meist sehr mihsam, 
weil auBer der Quelle am betrachteten Ort auch alle iibrigen Quellen noch Normalkomponenten 
liefern. Wir wollen nun zeigen, wie man diese Schwierigkeit umgehen kann und so auf einfache 

Weise die Geschwindigkeitsverteilung am 
Kérper angeben kann. Dazu betrachten 
wir die konforme Abbildung des AuBeren 
des vorgegebenen Kérpers y=y(x)* in 


der «x-Achse (2;-Ebene). Stellen wir uns 
nun in der z-Ebene eine Parallelstrémung 
V vor, die den vorgegebenen Kérper 
durchdringen mége, so besitzt diese an 


_ der Kérperoberflache Normalkomponen- Abb, 1. Bezeichnungen. 
ten (nach auBen positiv!) der Gestalt 
ane . a rss y! tek dy 1 
Va =—Vsiny V Vi’ (y a j (1) 


(Abb. 1). Beim Ubergang in die Schlitzebene z, geht das AuBere der Kontur itber in das AuBere 
des Schlitzes, die zugehérige Strémung also in eine Strémung, die in den Schlitz hinein- bzw. 
herausfihrt; der im Inneren des Kérpers befindliche Teil der betrachteten Strémung verschwindet 
im Schlitz. Die Normalkomponenten gehen bei dieser Transformation iiber in die Normal- 
komponenten am Schlitz 

dz (2) 
dale 

Sie haben am oberen und unteren Ufer des Schlitzes entgegengesetzt gleiche Werte. In dieser 
Ebene kénnen wir die Normalkomponenten ohne Schwierigkeit zum Verschwinden bringen, 


indem wir eine Quellbelegung 


vy) SS Un 


q(%s) = — 20? (3) 
anbringen. Diese Belegung erzeugt eine zusatzliche Tangentialgeschwindigkeit 
A vf) 1 g(%s )d xs ; ; (4) 
290 Xs — Xs 


Durch Riicktransformation in die urspriingliche z-Ebene ergibt sich die tangentiale Geschwindig- 


keitskomponente am Kérper zu 
dz5 
dz \ 


Au = Av’) (5) 


* Die Eindeutigkeit dieser Funktion wird vorausgesetzt. 


ee. : 
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Diese ist zu der dort ohnehin vorhandenen Tangentialkomponente 


{I ’ 

= Vi copy = Va 6 

| v1 cos % jin (6) 

zu addieren, so da® sich insgesamt als Betrag der Geschwindigkeit an der Kérperkontur ergibt 
W=u + A Ut - (7) 


Die Schwierigkeit bei dieser Methode liegt darin, da die Abbildungsfunktion, insbesondere 
die genaue Zuordnung der Randpunkte nicht bekannt ist. Betrachten wir zunachst einmal die 
bekannten Verhiltnisse bei Ellipsen. Wenn wir in diesem Falle die Schlitzebene derart mit einem 
konstanten Faktor C multiplizieren, da® die Schlitzlange gleich der Kérperlange wird, so ist 
die Randzuordnung von Ellipse und Schlitz gerade so, daB die Punkte des Schlitzes und die 
jeweiligen Ellipsenpunkte gleiche Abszissen haben. Die Ableitung der Abbildungsfunkiion lautet 


FEA Ipcrertbay Cie 


| dz © this cas (8) 


wenn ds das Bogenelement der Kontur und dx, das zugehérige Langenelement der x,-Achse_ | 


bedeuten. (Dabei ist C=1/1+6 fir Ellipsen mit dem Dickenverhaltnis 6=d/l). Bei beliebigen 
Kérperformen gelten diese Beziehungen nicht mehr. Die Punkte des Schlitzes liegen nicht mehr 
genau bei den gleichen Abszissen wie die jeweiligen Kérperpunkte, sondern etwas daneben, und 
C ist auch nicht mehr konstant, sondern wird eine Funktion von x. Immerhin kann man auch 
bei beliebigen Kérperformen naherungsweise C noch als konstant annehmen. Damit wird dann 


aus (2), (3) und (4) 


rf) =m CS =m CV 1+y?, (2a) 
d é 
q(x) =2CV—, gi eveBa) 
Pera eae 
Glee 7 Lees ee 
Av Seyi Bed 2 (43) 


lp 
so daB schlieBlich aus (7) als Geschwindigkeit an der Kérperkontur folgt: 


V hp dante 
(+ J ; ). (9) 


Vi+y? sah dx’ x—x 


Die Behandlung einfacher Beispiele wie des Kreises und der Ellipse gibt die bekannten exakten 
Formeln. Aber auch fiir Kérper beliebiger Gestalt liefert diese Methode einfache und trotzdem 
recht genaue Lésungen. Die praktische Durchfiihrang derartiger Geschwindigkeitsberechnungen 
gestaltet sich erfahrungsgemaB recht bequem. Im’ Hinblick auf den folgenden Abschnitt werde 
die Formel (9) noch etwas weiter ausgewertet. Fir beliebige symmetrische Kérper y=y(x) 
(natiirlich immer bei eindeutiger Zuordnung der Koordinaten y und x) ist die folgende Parameter- 
darstellung méglich: 


—~ = cos _— x Cy sin y (10) 
Up ak Is, rE os 
Damit wird 
ae VER rd c 
¥ aa il y _ dy! = siny y 
TONS oe ate ap dy’ ‘cosy—cosy’ 7 Me siny vey 
le 0 
also die Geschwindigkeitsverteilung ; . 
W it ee i 1 
ed 2 Se Ea (1 | Sv ey ae) (12) 
V Vit+y? I sin y ; 


3. Um das Wesen der obigen Vernachlassigung klarer zu erkennen, betrachten wir die exakte 
konforme Abbildung des Kérpers (z-Ebene) auf einen Kreis (¢-Ebene). Die zugehérige Abbil- 
dungsfunktion lautet 

é Lon ee rv 
s=e(a+A— + Xa) (13) 


i i fa 
Die Schreibweise ist dabei so gewahlt, daB bei Weglassen der Glieder mit a, ay die bekannte — 


a 
US 
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Abbildungsfunktion z=(-+(c?/C) entsteht, die den Kreis vom Halbmesser r in eine Ellipse mit 
_ den Halbachsen r+(c?/r) und r—(c2/r) bzw. mit r=cA in ¢ [A+(1/A)], ¢ [A—(1/A)] tiberfithrt. 
Aus (13) folgt durch Zerlegen in Real- und Imaginarteil 


1 - 

—=a + (a4 7) cos p +a, cos2~+..., (14) 
s inves 
— X= (A+) sing—asin2p—.... (15) 
\Die Geschwindigkeitsverteilung am Kérper folgt aus derjenigen am Kreis durch Multiplikation 
NG GS eer 7 

, dz | een es 
eerd 1 
W=2Vsing 22 =2V sae 2Vigin ye eR 

2 YP ds sin ~ ee E: sin (Pp |x| Vi tion > (16) 


_ wo der Punkt eine Ableitung nach q, der Strich eine solche nach x bezeichnet. Mit (14) folgt aus 
~ der letzten Formel 


Ww 1 2 Asin 
V Pry se tye F aa (17) 
Vl+y (4+ 5) sng + 2a,sin2g+-:°° 
und nach Kiirzen mit 24 sing und Einfiihrung von A=1+¢ 
Wet: 1 Sowa 1 e 
v fisy? ' E (1 : Aa) ; cae g X vaysinyg| ‘ (18) 


Setzen wir nun voraas, da8 es sich um schlanke Kérper handeln soll, so wird immer ¢, ay < 1 
_ und damit eine Entwicklung von (18) fiir geringe Kérperdicken méglich seia. Bei Vernachlassigung 
quadratischer und héherer Glieder ergibt sich 
=a We 1 ia 
Vey 
Der Vergleich dieser Forme] mit (12) und von (14), (15) mit (10) zeigt die Identitat der beiden, 


wenn man setzt 


sa Yvaysinyg| - (19) 


~=Ys.a=0, €=%, dy=—2eys e= 4. (20) 


_ Die entsprechende Entwicklung nach ¢ bzw. a, lautet dann fir (14) und (15) 


% ¥y ; se shad 
—_ =cosy,+-=esing +2 cysinvg. (21) 
I Us 2 
- Damit ist aber gezeigt, daB die im vorigen Abschnitt wesentlich benutzte Voraussetzung der 
_ Konstanz von C fir schlanke Korperformen erlaubt ist. 


; 4. Zum Schlu8 mégen noch ein bekanntes und ein weniger bekanntes Beispiel behandelt 
werden: ein Joukowsky-Profil und ein Halbkérper mit halbkreisférmigem Kopf. Die Kontur 
des Jowkowsky-Profils ist bekanntlich1 im linearisierter Naherung 


~~ =cos@, Y= ¢ sing (1 —cosq) ; (22) 

Iz UP 
die zugehérige Quellbelegung auf der x-Achse lautet 

dy cos p — cos2y 
q(%) =2V 7" =—2Ve- ae mone i (23) 

und aus (12) folgt als Geschwindigkeitsverteilung bei symmetrischer Anblasung: 

Le fa (1+ ¢)sin = esin 2 y fete (24) 

V sin? p + 2 (cosy — cos 2)? 


1 Vg). z.B. H. Glauert, The Elements of Airofeil and Airscrew Theory. Cambridge 1926. 


376 Riegels: Das Umstrémungsproblem bei inkompressiblen Potentialstrémungen (I). Ingenieur-Archiv_ 
a 


] 


Abb. 2 gibt einen Vergleich dieser Geschwindigkeitsverteilung mit der bekannten, durch kon- 


forme Abbildung gewonnenen. 


Abb. 2. Druckverteilung p/g=1—(W/V)2 eines 15% dicken Jonkowshy- Abb. 3. Druckverteilung eines Halbkérpers 
profils. Ausgezogen: strenge Lésung, Punkte: Naherungslésung (24). . mit halbkreisférmigem Kopf. 


Im Beispiel des Halbkérpers mit halbkreisférmigem Kopf (Abb. 3) ist y = 1-2? und 


yy’ =— 3/12? fir x< 0 bzw. y=1, y'=0 fiir x >0. Die Berechnung mit Hilfe von (9), 
' wobei die Integration von —1 bis 0 zu erstrecken ist, ergibt die Geschwindigkeitsverteilung 


|| 
W 3 x 12 EE 
balsa ptt <i 
pes PARE ese tee ot Sag 25) 
W 3 x 1 1% 
Loe ae SR petted he A rete, rp er 
a 7 eae (arc sin : a fir l<=x<o. 


Sie liefert, worauf besonders hingewiesen sei, auch die charakteristische, senkrechte Wende- 
tangente an der Stelle x=0, die jede Geschwindigkeitsverteilung an Stellen unstetiger Anderung 
der Kriimmung der Kérperkontur aufweist'. Sie stimmt ferner numerisch mit einer speziellen 
Lésung durch konforme Abbildung von Schmieden? iiberein. 


1 Vel, A. Betz, Lufifahrtforschung 19 (1942) S. 129. 
2 C. Schmieden, Jahrb. 1942 d. deutschen Luftfahrtforschung I, 5. 106. 


(Eingegangen am 7, September 1947.) 
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Enthalpien, Entropien und Gleichgewichtskonstanten 
von Verbrennungsgasen. 


Von O. Lutz in Braunschweig. 


1. Einleitung. Im National Bureau of Standards sind in den letzten Jahren thermische und 


_ kalorische Zustandswerte von Kohlenwasserstoffen und deren Verbrennungsprodukten kritisch 


gesichtet und korrigiert bzw. neu errechnet worden!. In dem unten angefiihrten Bericht sind 
Zustandswerte fiir O,, H,, N. und CO bis 5000° K, fiir CO, bis 3500° K, fiir H,O bis 3000° K 
und fiir C (Graphit) bis 1500° K enthalten, bei den hohen Temperaturén springend von 500° 
zu 500°. Die entsprechenden Gleichgewichtskonstanten sind bis 1500° K ermittelt. 

Als Fortschritt gegeniiber den fritheren Veréffentlichungen sind in den amerikanischen Neu- 
berechnungen beriicksichtigt: die Anderung des Wertes der Gaskonstanten von 1,9869 in 
1,98718 keal/grd, kmol, der Molekulargewichte H und C von 1,0078 und 12,00 in ibs ,0080 bzw. 
12,010, des Wertes he/k (h= Planchecher Elementarquant, c=Lichtgeschwindigkeit, k= Boltz- 
mann-Konstante) von nee in 1,43847 cm grd, ferner Verbesserungen in den Ansatzen fir die 
Translationsentropie und die Rotationsenergie bei CO, und H,0O. 

Fir die Behandlung von Verbrennungsvorgangen sind aufer den angegebenen Werten noch 
die entsprechenden Zustandsgréfen fir OH, NO, O und H erforderlich, insbesondere auch die 
Gleichgewichtskonstanten fiir héhere Temperaturen. Die vorliegende Zusammenstellung gibt 


diese Werte bis 4000° K, von 100° zu 100° springend. Die Werte sind teils durch vorsichtig 


geglattete Interpolation der neuen amerikanischen Werte, durch entsprechend vorgenommene 
Extrapolation (bei H,O und CO,) und Vergleich mit anderen Veréffentlichungen (und privaten 
Informationen?) und schlieBlich durch eigene Korrektur der frither veréffentlichten amerikanischen 


_ Werte (bei OH, NO, O und H) gewonnen. Die Gleichgewichtskonstanten sind neu errechnet. 


2. Einheiten und Konstanten. In dem amerikanischen Bericht ist eine Zusammenstellung 
der wichtigsten Konstanten gegeben, die den Berechnungen zugrunde gelegt sind; da diese tiber 


~ den Rahmen der hier wiedergegebenen Enthalpien und Entropien hinaus von Interesse sind, 


gibt Tabelle 1 einen Auszug, erganzt durch das mechanische Warmedquivalent und die Gas- 
konstante im technischen MaBsyster. 


Tabelle 1. Werte der Konstanten. 


1 Liter = 1000,028-4 0,004 cm$, 
J Atm” > = 1013250 dyn/em?=1 033 227 kg/cm?, 
1 int. Joule (NBS) = 1,00017-+-0,00005 abs. Joule, 
1 cal = 4,1833 int. Joule (NBS), 
= 4.18401 -+0,00021 abs. Joule, 
1 keal = 426,651 +0,022 mkg =1/860,565 int. kWh, 
(RT) 0° = 2271,16-+0,04 abs. Joule/mol 
= 22414,6+0,4 cm? Atm/mol, 
To oO = 273,160 =e 0,010° K, 
= 8,31439 +0,00034 abs. Joule/grd,mol 
= 1,98718 +0,00013 cal/grd,mol 
= 82,0567 +0,0034 cm*® Atm/grd,mol 
= 847,832 40,035 mkg/grd,kmol, 
N = (6,02283 +0,0022) 1028/mol, 
k — R/N =(1,38048 + 0,00050) 10-2° erg/erd, 
h = (6,6242+0,0044) 107?” erg sec, 
c = (2,99776 + 0,00008) 101° cm/sec, 
= = 1,43847-£0,00045 cm erd. 


3. Zustandswerte. Tabelle 2 enthalt die neuen Enthalpiewerte; wo die Werte nicht nur 
interpoliert sind, zeigen die Anmerkungen, wie sie gewonnen sind. 


1 Donald D. Wagman, John E, Kilpatrick, William J. Taylor, Kenneth S. Pitzer and Frederick D. Rossini, 
Heats, free energies and equilibrium constants of some reactions involving O,, H,, H,O, C, CO, CO, and Be 


NBS/RP 1634, Februar 1945. 
2 Tnsbesonderc von Dr. H. Pike in London. 
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Tabelle 2.. Enthalpiewerte [cal/mol oder kcal/kmol/]. 
PK (0,8 HO” | Nat |, Ss CO Mein COgs a INO @aA- OH. ier ta ee 


a = Graphit |Diamant | Mi. 
| 


273,16 | 1895 1852 2164 1898 202 115 1899 2030 2019 1929 1357 1475 

298,16 2070 2024 2365 2072 252 128 2073 2238 2193 2106 1481 1608 
300 2083 2037 | 2380 2085 255 131 2085 2255 2207 2119 1490 1617 — 8 
400 2792 2731 3190 2782 503 325 2784 3195 2920 2829 1987 2135 - |] 
500 | 3524 | 3430 4.020 3485 821 602 3490 4223 3643 3536 2484. 2646 
600 A279 | 4129 4873 4198 | 1198 950 4210 9322 4380 4241 2981 3152 
700 5057 4832 5759 4925 | 1622. | 1355 4946 6481 5134 4948 3478 | 3655 . 
800 5854 5937 6666 5669 | 2082 | 1804 5700 7689 5908 5661 3974 4157 
900 6670 6248 7607 6428 | 2569 | 2284 6471 8940 6700 6380 4471 4658 
1000 7497 6966 8580 7203 | 3075 | 2782 7257 | 10222 7508 7107 4968 5159. 
1100 8335 7692 9580 7992 | 3596 | 3289 8056 | 11536 8327 7844 5465 5658 
1200 9184 8428 | 10613 8793 | 4130 | 3802 8868 | 12872 9157 8593 5962 6157 


1300 | 10041 9173 | 11675 9605 | 4680 9690 | 14234 9995 9354 6458 6656 
1400 | 10905 9929 | 12762 10425 | 5242 10521 | 15611 10841 | 10127 6955 7155 
1500 | 11776 | 10694 | 13876 11254 | 5814 11359 | 17004 11693 | 10910 7452 7653 
1600 | 12653 | 11470 | 15014 12090 12203 | 18411 12551 | 11703 7949 8151 
1700 | 13536 | 12256 | 16173 12933 13054 | 19829 13415 | 12505 8446 8649 
1800 | 14425 | 13052 | 17351 13783 13910 | 21257 14283 | 13316 8942 9147 
1900 | 15319 |} 13858 | 18547 14639 14771 | 22696 15155 | 14135 9439 9645 
2000 | 16219 | 14672 | 19760 15499 15636 | 24144 16030 | 14962 9936 | 10143 
2100 | 17125 | 15493 | 20992 16362 16505 |_25600 16908 | 15796 | 10433 | 10641 
2200 | 18036 | 16322 | 22238 17228 17377 | 27062 17790 | 16637 | 10929 | 11139 
2300 | 18952 | 17158 | 23497 18096 18251 | 28530 18674 | 17484 | 11426 | 11637 
2400 | 19873 | 18001 | 24769 18966 19128 | 30003 19561 | 18337 | 11923 | 12135 
2500 | 20799 | 18851 | 26053 19839 20007 | 31480 20450 | 19195 | 12420 | 12633 
2600 | 21730 | 19707 | 27347 20715 20889 | 32962 21340 | 20057 | 12917 | 13132 
2700 | 22666 | 20569 | 28650 21593 21773 | 34450 22232 | 20924 | 13413 | 13631 
2800 | 23606 | 21436 | 29962 22474 22659 | 35944 23126 | 21796 | 13910 | 14130 
2900 | 24551 | 22308 | 31281 23358 23546 | 37444 | 24022 | 22673 | 14407 | 14629 
3000 | 25500 | 23186 | 32607 24245 24434 | 38950 24918 | 23555 | 14904 | 15129 
3100 | 26453 | 24068 | 33940|? | 25133 25324 | 40460 25816 | 24442 | 15401 | 15630 
3200 | 27410 | 24954 | 35278 26022 26215 | 41972 26716 | 25333 | 15897 | 16132 
3300 | 28372 | 25845 | 36621) | 26912 - 27108 | 43486 27618 | 26228 | 16394 | 16635 
3400 | 29338 | 26739 | 37969 27803 28003 | 45002 28521 | 27126 | 16891 | 17140 
3500 | 30308 | 27637 | 39321 28695 28900 | 46520 29425 | 28027 | 17388 , 17646 
3600 | 31282 | 28538 |, 40676 29589 29798 | 48041/2 | 30331 | 28931 | 17885 ; 18152 
3700 | 32260 | 29442 | 42035 30485 30697 | 49565 31238 | 29838 | 18381 | 18658 
3800 | 33241 | 30348 | 43397 31382 * 131596 ‘| 51093 32146 | 30748 | 18878 | 19164 
3900 | 34226 | 31257 | 44762 32280 32495 | 52624 33056 | 31661 | 19375 | 19670 
4000 | 35215 | 32168 | 46129 33178 33395 | 54159 33967 | 32576 | 19872 | 20176 


1 Aus RP 1634, Bureau of Standards, Februar 1945, interpoliert und geglattet. 

2 Aus dem Vergleich der Extrapolation RP 1634 mit den Werten von Pike. 

3 Aus dem Vergleich der Werte von Pike mit den friheren amerikanischen Werten bis 4000° K; geglattete 
und im Sinne von RP 1634 korrigierte Werte. 

4 Mit ©p=4,967,,. 

5 Aus den friiheren amerikanischen Werten; korrigiert im Sinne von RP 1634. 


Die Glattung der inter- und extrapolierten Werte auBerhalb der gegebenen Werte ist iiber 
die zweiten Differenzen erfolgt, wobei die Verkniipfung 


N= Pin AS 
mit den ebeuso behandelten Entropien eine weitere Kontrolle und Verbesserung erméglichte. 


Die absoluten Entropien (Tabelle 3) sind fiir technische Rechnungen auf 1 at=1 kg/em?, 
nicht auf 1 Atm bezogen; es gilt fiir die Umrechnung 


G1 Atm = Giat— R1n 1,03323 , 


also 


S1 Atm = Si at — 0,065 [cal/grd, mol oder keal/grd, kmol] . 


4, Reaktionswarmen. Zur Berechnung der Gleichgewichtskonstanten miissen die Reaktions- 
warmen am absoluten Nullpunkt bekannt sein. In Tabelle 4 sind die Reaktionswarmen zusam- 
mengestellt, erganzt durch die Werte bei 25°C. Die genauen Werte entstammen wieder dem 
NBS-Report, fiir die iibrigen sind die nach den sonst vorliegenden Verdftentlichungen (vgl. An- 
hang) am zutreffendsten scheinenden Werte ausgewahlt. | 


; 


4 
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Tabelle 3. Absolute Entropien (fiir 1 at =1 kg/cm?) [cal/grd, mol oder kcal/grd, kmol]. 
T°K 0, HH, H,O Ne’ | © €0 G0; NO* | OH? | H? 7 08 


CO 


298,16 | 49,068 | 31,276 45,171 45,832 | 47,366 51,126 50,400 | 43,951 | 27,456 | 38,528 


300 | 49,113 | 31,318 45,219 45,874 | 47,407 51,181 50,042 | 43,994 | 27,486 | 
400 | 51,158 | 33,315 47,548 47,883 | 49,417 53,880 52,496 | 46,041 | 28,915 | 40,051 
500 | 52,788 | 34,874 49,399 49,450 | 50,992 56,178 54,109 | 47,616 | 30,024 | 41,191 


600 | 54,165 | 36,149 50,955 90,750 | 52,303 58,174 59,454 | 48,902 | 30,929 | 42,115 


4 TOVR OD S0ly  siq2o2 52,313 51,870 | 53,438 59,960 56,617 | 49,989 | 31,694 | 42,891 


800 | 56,427 | 38,173 53,029 52,862 | 54,444 61,572 97,651 | 50,939 | 32,357. | 43,561 
900 | 57,387-| 39,011 94,637 98,107 |'.59,352 63,045 58,584 | 51,786 | 32,943 | 44,151 
1000 | 58,259 | 39,769 55,663 54,574 | 56,181 64,396 59,433; 52,552 | 33,466 | 44,677 
1100 | 59,057 |. 40,460 56,616 55,324 | 56,943 65,648 60,2139) 53,254 | 33,939 | 45,152 
1200 | 59,795 | 41,100 57,514 56,020 | 57,651 66,811 | 60,934 | 53,906 | 34,371 | 45,586 
1300 | 60,484 | 41,697 58,364 56,671 | 58,308 67,901 61,604 | 54,514 | 34,768 
1400 | 61,126 | 42,255*; 59,170 57,280 | 58,925 68,922 62,232 | 55,087 | 35,136 | 46,355 
1500 | 61,724 | 42,785 59,938 913,851 | 59,501 69,882 62,819 | 55,628 | 35,479 | 46,699 
1600 | 62,289 | 43,285 60,673 58,391 | 60,046 70,788 63,373 | 56,140 | 35,800 | 47,020 
1700 | 62,824 | 43,761 61,377 58,903 | 60.562 71 647 63,896 | 56,626 | 36,101 | 47,322 
1800 | 63,332-| 44,216 | 62,052 59,389 | 61,052 72,463 64,392 | 57,089 | 36,385 | 47,607 
1900 | 63,815 | 44,652 62,700 99,852 | 61,518 73,241 64,864, |'57,531 | 36,654 | 47,876 
2000 | 64,277 | 45,070 63,329 60,293 | 61,961 73,985 65,313 | 57,954 | 36,909 | 48,131 
2100 | 64,719 | 45,470 63,927 60,714 | 62,384 74,695 65,741 | 58,361 | 37,151 | 48,374 
2200 | 65,143 | 45,856 64,507 61,116 | 62,789 Ta.odo 66,151 | 58,752 | 37,382 | 48,605 
2300 | 65,548 | 46,227 65,068 61,502 | 63,178 76,027 66,544 | 59,128 | 37,603 | 48,826 
2400 | 65,939 | 46,586 65,610 61,872 | 63,55] 76,654 66,922 | 59,491 | 37,814 | 49,038 
2500 | 66,315 | 46,933 66,135 62,228 | 63,910 77,256 67,285 | 59,841 | 38,017 | 49,242 ° 
2600 | 66,680 | 47,269 66,642 62,572 | 64,256 717,838 67,634 | 60,180 | 38,212 | 49,438 
2700 | 67,034 | 47,595 | 67,134 62,904 | 64,590 78,400 67,971 | 60,508 | 38,400 | 49,626 
2800. | 67,377 .| 47,911 67,611 63,224 | 64,912 78,944 68,296 | 60,825 | 38,581 | 49,808 
2900 | 67,709 | 48,216 68,072 63,934 | 65,223 79,471 68,611 | 61,134 | 38,755 | 49,983 
3000 | 68,033 | 48,513 68,521 63,835 | 65,524 79,982 68,915 | 61,434 | 38,923 | 50,152 
3100 | 68,345 | 48,801 68,958 64,126 | 65,816 80,477 69,210 | 61,724 | 39,086 | 50,316 
3200 | 68,648 | 49,082 69,383 64,408 | 66,099 80,958 69,495 | 62,007 | 39,244 | 50,475 
3300 | 68,944 | 49,356 69,796 64,682 | 66,373 81,425 695772) 625282) 39/3973), 50,629 
3400 | 69,232 | 49,623 70,198 64,948 | 66,640 81,878 70,041 | 62,550 | 39,545 | 50,780 
3500 | 69,523 | 49,883 70,590 65,206 | 66,900 82,3191 | 70,303 | 62,811 | 39,689 | 50,926 
3600 | 69,796 | 50,138 70,972 65,458 | 67,153 82,748]? | 70,558 | 63,066 | 39,829 | 51,069 
3700 | 70,063 | 50,386 71,346 65,703 | 67,399 83,166 70,808 | 63,315 | 39,965 | 51,208 
3800 | 70,323 | 50,628 71,710 65,942 | 67,639 ae 71,051 | 63,558 | 40,097 | 51,343 


ro 
a 


3900 | 70,578 | 50,864 72,065 66,175 | 67,873 83,972 71,288 | 63,796 | 40,226 | 51,475 
4000 | 70,827 | 51,095 72,412 66,403 | 68,102 84,361 71,519 |. 64,028 | 40,352 | 51,603 


1 


C (fest 1 Geindert gegen Rossini. 

TSK af ) * Aus den Enthalpiewerten errechnet. 

Crap EU a eb aanent ® Aus den friiheren amerikanischen Werten; korrigiert im Sinne von 
RP 1634, Bureau of Standards, February 1945; geglattet und mit den 


298,16 1,3609 |) 0,5829 


300 1.3737| 0.5918 Enthalpiewerten geglichen. 
4.00 2,081 1,14 
500 2,788 1,76 Tabelle 4. Reaktionswarmen. 
600 3,474 2,39 
700 4127 3,01 0c K | 298,16° K 
800 4,740 3,61 
900 5,314 4,18 Cc +0, PEAT H ON —93 9691 —94 052 
1000 | 5,846 | 4,70 Gat , xe or REY ut (3 
1100 | 6,342 | 5,18 Ce aes a0) trial 6 
1200 | 6,807 | 5,63 GOs t 07" "2700; —66 767 —67 636 
1300 | 7,247 = rte ay 453 
1400 7,663 ee | C (Graphit) <= EDisgiept) St 
1500 | 8,057 = Hy-4 340; 2 H,0 —57 104% | —57 798 
Li Ossie OH... -EO —66 900? —67 653 
LH Pas & earned | +51 2408 +51 709 
. DiOpe 1 O +58 5304 +59 103 
1 No +4}. 05 = NO +21 5004 EO 622 


1 Nach NBS/RP 1634. 

2 Nach Dwyer, Journ. Chem, Physics. 12 (1944). 5S. 351. 

3 Nach Beutler fiir 34 ortho- und 4 para-Hy). — 

4 Aus dem Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker. Berlin 1943. 
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5. Gleichgewichtskonstanten K,. Aus den Daten der Tabellen 2 bis 4 sind die Gleichge- 
wichtskonstanten K, berechnet, und zwar ebenfalls im Hinblick auf technische Rechnungen 
fir 1 at=1 kg/cm?, nicht 1 Atm, Die Bezeichnung bzw. Definition der Konstanten ist so ge- 
wahlt, daB die Elemente im Normalzustand den Nenner der Konstanten, das Reaktionsprodukt 


den Zahler bildet, also z. B. 


Pp 
fir H, +1/,0,<2H,0: Ku,o = —=—2—, 
Puy VPos 
fiir 1), O;z> On & Ko pee 
: VPo. 


(Der Index p fiir die Konstante ist zur Vereinfachung weggelassen; alle Konstanten gelten fiir 
konstanten Druck.) 
Fiir die heterogenen Reaktionen C + O, = CO, und C +1/,0, = CO (C als Graphit ange- 


nommen) ist 


Pcog Pco 
Vpos 


(der feste Kohlenstoff bringt keinen Beitrag zu dem Gasdruckglied); die homogene Reaktion 


Keo. = und Kco = 


CO-+ 1/, O2— CO, schlieBlich ist sinngemafs durch 


gekennzeichnet. 


ieee SS 
CO Pco Ip, 


Pcog 


_ Keo 


Koo 


Tabelle 5. Gleichgewichtskonstante Kp (fiir konstanten Druck) im technischen Masystem (1 at = 1 kg/em*). 


TK | 4,0 CH a) H NO CO, CO co 
298,16 | 1,097-10#°| 4,002: 10-7 | 5,452-10-41| 4,867- 10-3 | 6,253. 10-28 1,234. 10% | 1,135- 10% | 1,087- 10% 
300 | 6,024: 1089 | 4,430-107-7 | 5,543- 10-42} 8,190- 10786 | 8,203-10-16 4,647- 108 8,630- 1073 5,389- 1044 
400 | 1,707- 102° | 2.769- 10-5 | 6,027- 10-8 | 2.204. 10-8 | 6,771- 10-12 3,439- 105 1,361- 10! 2,526. 10% 
500 | 7,556- 1022 | 3,308- 10-4 | 1.838- 10-2 | 1,042-10-2°| 1.568-10-® 1,811- 1042 | 1,820- 1015 9,953- 10% 
600 | 4.223. 10:8| 1.765- 10-8 | 3,951. 10-19 | 6,473- 10-37 | 5,912- 10-8 | 2,521. 104 | 2.28. 1014] 1,144. 1020 
700 | 3,768- 10 | 5,589- 107% | 4,993. 10-16 | 3,377-10-4| 7,917-1077 | 3,187- 1029 | 9,376- 1012 | 3,394. 1016 
800 | 1.910- 10! | 1345. 10-2 | 1068-10-28 | 3,740. 10-22| 5,541-10-® | 6,710. 102 8,690. 101 | 7,718- 10! 
900 | 3,095: 10% | 2,656: 10-2 | 6,983- 10-12 | 1.469- 10-29} 2°516-10- | 9.250- 1022 | 1,355- 1012 6,819- 101 
1000 | 1,132- 102° | 4,566- 10-2 | 1,986: 10-4°| 2,788- 10-9 | 8,432-1075 | 4,754. 102° | 3,055- 102° | 1,556- 101° 
1100 | 7,514 108 | 7,099. 10-2 | 3,087-10-® | 3,125-10-8 | 2:272- 10-4 | 6.347- 1038 | 8.954. 10% | 7,092- 108 
1200 | 7,792: 107 | 1,025-1071 | 3,048-10-8 | 2,346-10-7 | 5,188-1074 | 1,738- 1617 | 3,206- 10° | 5,247- 107 
1300 | 1,139- 107 | 1,393- 10-2 | 2,120. 10-7 | 1299. 10-8 | 1,043-10-® | 8.233- 1015 1.333.109 | 6,181- 10° 
1400 | 2,190- 10% | 1:812-10-2 | 1,118. 10-* | 5,391. 10-* | 1.897- 10-3 | 5.590- 10% 5.794.108 | 9.652. 105 
1500 | 5,226- 10° | 2.279. 10-2 | 4,755. 10- | 2029.10-5 | 3.195- 10-8 | 5.833- 1023 | 3,020- 108 | 1,933- 105 
1600 | 1,491- 10° | 2,777-1071 | 1,681-107-5 | 6,203-1075 | 5,028- 1073 4,751- 104 
1700 | 4,928- 104 | 3,309: 1071 | 5,143-10-5 | 1,011-10-4 | 7,511- 10-3 1,378: 10 
1800 | 1,838-104 | 3,856-1071 | 1,386-10-4 | 4,027-10-4-| 1,072- 10-2 4.612- 10% 
1900 | 7,603- 10% | 4.425. 10-1 | 3.383. 10-* | 8,889- 10-4 | 1476-1072 1,730- 10 
2000 | 3,436- 10? | 5,002- 10-2 | 7.535-10-4 | 1,812. 10-8 | 1.971- 1072 7,180- 102 
2100 | 1,672 10? | 5,595- 10-2 | 1.557-10-8 | 3:454-10-3 | 2.548. 10-2 3.248- 102 
2200 | 8,682- 10? | 6,192-1071 | 3,024-10-% | 6,227-10-3 | 3,230- 10-2 1,577: 102 
2300 | 4.777: 102 | 6,786- 10-1 | 5,506- 10-8 | 1,064-10-2 | 4.004. 10-2 8.196: 101 
2400 | 2760-102 | 7,369- 10-2 | 9,575- 10-8 | 1,742-10-2 | 4.878. 10-2 4.498. 101 
2500 | 1,666- 102 |. 7,976- 10-2 | 1.597- 10-2 | 2:747-10-2 | 5.856- 10-2 2.588- 101 
2600 | 1,044- 102 | 8,569. 10-1 | 2.559. 10-2 | 4,182. 10-2 | 6.924. 10-2 1,557 102 
2700 | 6,770: 10 | 9,141.10-1 | 3.949. 10-2 | 6.166-10-2 | 8.077- 10-2 9.748 
2800 | 4.485-10 | 9.712. 10-1 | 5.948. 10-2 | 8.879-10-2 | 9.337. 10-2 6.299 
2900 | 3.109-10 | 1.028 8,649- 10-2 | 1,244. 10-2 | 1,067- 10-2 4.207 
3000 | 2192-10 | 1.078 1,228. 10-2 | 1:703-10-1 | 1.208. 10-2 2,888 
3100 | 1.583-10 | 1.137 1,707- 10-2 | 2:288-10-2 | 1/357. 10-2 2.035 
3200 | 1,165. 10 1,191 2,021: 10p* |) 3,022.10 |) 1514. 10m? 1,464 
3300 | 8,724 1,242 3,112: 10-2 | 3,935. 10-1 | 1.678. 10-2 1,077 
3400 | 6.654 1,294 4,091-10- | 5,014- 10-1 | 1.846- 10-2 0.8066 
3500 | 5.138 1,339 5,279- 10-2 | 6,321-10-1 | 2°017-10-”” 0.6130 
3600 | 4,033 1,386 6,730- 10-2 | 7.856. 10-! |-2,195- 1072 0.4753 
3700 | 3.211 1,433 8.479- 10-1 | 9.664 10-1 | 2382-1072 0,3733 
3800 | 2.586 1,480 1,055 1,175 2.572- 10-1 0.2972 
3900 | 2.105 1,527 1301 1,420 2-771: 10-3 0.2390 
4000 | 1.732 1,571 1,584 1,694 2.968- 10-1 
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Alle Konstanten, bis auf die druckunabhangigen Kon und Kwno sind von der Dimension 
_at1/2 oder at~1/2; um diese in die Dimension Atm zu iiberfiihren, ‘st entsprechend mit 1,03323 


=1,01648 zu multiplizieren oder zu dividieren, Kon und Kyo bleiben unverandert. 
Tabelle 5 gibt die berechneten Werte. 


6. Literaturiibersicht. “Die bei den amerikanischen Berechnungen beniitzten Literaturstellen 


wertvolles und einigermaSen vollstandiges Bild iiber das Fachgebiet gibt. 


1. d’Ans u. Lax, Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker, 1942. 
2. Avramenko u. Kondratjew, Acts Physicochimica, Moskva 7 (1937). 
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Die zweckmifige Auswertung von punktweise aufgenommenen 
7 Zeit-Weglinien. 


Von K. Stange in Bad Sachsa. 


1. Einfiihrung. Der funktionale Zusammenhang x(t) zwischen den beiden Verdnderlichen x 
und ¢ sei durch eine groBe Zahl von MeBpunkten x(t), *,(t,), ... gegeben. Wir deuten x als 
den zur Zeit t erreichten Ort einer mit einem Mefgerat punktweise aufgenommenen Bewegung. 
_ Die MeBpunkte sollen in gleichen Abstinden At=7 aufeinander folgen. (Hat man umgekehrt 
die zu gleichen Wegstrecken A x gehérenden Zeiten t(x) gemessen, so hat man in den folgenden 
_ Betrachtungen die Rollen von x und t zu vertauschen.) Der mittlere Fehler der einzelnen x- 
Messung sei 4, wobei yu im allgemeinen eine Funktion von x ist. Bei der Auswertung der Zeit- 
_ Weglinie x(t) wird man im allgemeinen nur die erste und zweite Ableitung, Geschwindigkeit x(t) 
und Beschleunigung x(t), bilden und aus den Ergebnissen Riickschliisse auf die Krafte ziehen, 
welche den Bewegungsvorgang beeinflussen. 


Da die gegebenen x-Werte mit MefSfehlern 

Mo, 4>-++ ky... behaftet sind, liegen die Einzel- 
punkte %, %,,...°%:,... gemaB Abb. 1 nicht 
genau, sondern nur mit gewisser Streuung langs 
einer glatten Kurve x(t). Daf man die Ablei- 
-tungen * und X nicht unmittelbar aus den 
durch die x-Werte gegebenen Differenzen A x 
und 4?x bilden kann, ist leicht einzusehen. Ist 
_namlich der mittlere Fehler der x-Werte gleich 
ft, so sind die A x-Werte bereits mit dem mittle- 


ren Fehler u4x= \ Dae die zweiten Differenzen L SS ane c e IL NRN 


Mit [42x = 6 u usw. behaftet. 


as 5 ES EE eee Ae neue = 
| Allgemein gilt fiir die Fehlerfortpflanzung 0 2 J ¢ Punkt-Ne 
nach dem Gaufschen Gesetz bei den n-ten Diffe- 
; , : : _ Abb. 1. Punktweise aufgenommene Zeit-Weglinie x(t) 
-renzen, wenn man deren Bildungsgesetz mit Mebfshlérn® fiji 


an, #~ 5, (+ (2) ay 


_ zugrunde legt und fiir alle an der Differenzenbildung beteiligten x-Werte die gleiche Genauigkeit 
(d. h. den gleichen mittleren Fehler 4) annimmt, 


MAnn = Vs Clee VC.) Ik (13) 


Ersetzt man nun in bekannter Weise die Ableitungen x und x in erster Naherung durch die 
zugeordneten Differenzenquotienten 
A? x 


Ax oe 
~— — 2 
rm und x Aa? (2;) 


xy 


so lassen sich x und x bei Beriicksichtigung der Me®fehler nur in der Form 


A % V2 ss A? x V6 w 9 
a ipa a AE (2s) 
bestimmen. Ist insbesondere der Zeitabstand At=t von Punkt zu Punkt ,,klein“’, wie es bei 


dichter MeBfolge der Fall ist, so itbersteigen die Fehlerglieder /2 w/At,... unter Umstainden 
die GréBenordnung der gesuchten Werte %,.... Die so bestimmten Ableitungen sind infolge- 
dessen unbrauchbar. 

Man sieht nun sofort, wie man bessere Ergebnisse erzielen wird: 
‘ a) Man muB den mittleren Fehler w der Ausgangswerte vor der Differenzenbildung Pers 
kleinern, d.h. man muf die x-Werte ausgleichen, ehe man differentiiert. 
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b) Man muB den Zeitabschnitt At zur Differenzenbildung gréBer als den Abstand t der 
MeBpunkte wihlen. Der beliebigen VergréBerung des Zeitabschnitts steht jedoch entgegen, 
da® man nicht zeitliche Mittelwerte der Geschwindigkeit und Beschleunigung berechnen will, 
sondern méglichst Augenblickswerte. 

Das zu a) notwendige Ausgleichverfahren muf im Hinblick auf die praktische Verwendung 
im wesentlichen drei Bedingungen geniigen. 

1. Die erste Forderung wird sein, da® die mittleren Fehler «7 der Mefwerte x nach dem 
Glatten ,,méglichst klein’ sind, und da8 man 
iibersieht, in welcher Weise @ von dem ge- 
wahlten mathematischen Aufwand beim Glat- 
z(t) ten abhinget. 

Mit dem Ausgleichen ist zwangslaufig eine 
»Falschung’ der Funktion x(t) verknipft, da 
man die Funktion gewissermaBen in eine nicht 
immer passende Zwangsjacke steckt. Glattet 
man z.B. eine gekriimmte Linie x(t) gemaB 
Abb. 2 ,,abschnittsweise’* mit Hilfe der ,,besten 
Geraden durch je N  aufeinanderfolgende 
Punkte“, so wird der Verlauf der Kurve x(t) 
in ganz bestimmter Weise gefalscht. Mit 
wachsendem mathematischen Aufwand, z. B. 
Verwendung einer Parabel an Stelle einer Ge- 
-2 1 0 7 aC raden, wird im allgemeinen die Falschung der 

. Funktion geringer, bleibt aber grundsatzlich be- 


Abb. 2, Zur Entstehung der ,,Falschung“‘ beim Glatten mit Hilfe : + . : ne 
der ,,besten** Geraden durch je N=5 aufeinanderfolgende Punkte. stehen. Damit das Glatten sinnvoll ist, Mussen 
wir verlangen, dai 


2. die Falschung der Funktion in Abhangigkeit vom mathematischen Aufwand abschatzbar 
ist, und daB sie ,,klein‘‘ gegen die nach dem Glatten bleibenden Restfehler “ ausfallt. 
SchlieBlich mu’ das Ausgleichverfahren : 


3. einfach zu handhaben sein, damit der Zeit- und Rechenaufwand in ertraglichen Grenzen 
bleibt und die Arbeit von Hilfskraften geleistet werden kann. 


Ausgleichgerade 


k-2 k-7 k k+] k+2 funkt-Nr 


Im folgenden wollen wir unter den genannten Gesichtspunkten eine Gruppe von Ausgleich- 
kurven, namlich die nach dem Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate bestimmten ganzen 
rationalen Funktionen, betrachten. Um den Zusammenhang zu wahren, wird es sich dabei nicht 
vermeiden lassen, auf eine Reihe bekannter Eigenschaften dieser Ausgleichfunktionen kurz 
einzugehen. Die Herleitung der Gleichungen, von denen wir auszugehen haben, findet man u. a. 
bei Willers’. Ausfithrlicher werden die Verfahren des Kurvenglattens von Whittacker und 
Robinson behandelt?, jedoch werden die hier im Vordergrund stehenden Fragen dort nur fliichtig 
gestreift. 


2. Das Gleichungssystem zur Berechnung der Faktoren ap. Um den geglatteten Wert x und 
seine Ableitungen an irgendeiner Stelle % zu berechnen, greifen wir aus der gegebenen MeB- 
reihe x, jeweils Teilbereiche von 2n+1=N aufeinanderfolgenden Punkten heraus, die sym- 
metrisch zum Punkte % liegen (Abb. 2). Die Einzelpunkte bezeichnen wir mit x, und ordnen 
sie den Zeiten yt zu. Dabei ist 


—nlyvS+n. (3) 


»,Durch diese Punkte“ legen wir eine ausgleichende Funktion vom Grade R, die wir ,,zeitlich 


dimensionslos*‘ in der Form - 
— t 
#()= J) ag(7)? (4,) 


ansetzen. Dann haben sémtliche Faktoren ag die gleiche Dimension wie x. Der geglattete Wert 
an der Stelle t=y7, 


x (yt) =2, 4% ve, (45) 


* Fr, A, Willers, Methoden der praktischen Analysis, S. 239 u.f. Berlin und Leipzig 1928. 
® Whittacker und Robinson, The calculus of observations, S. 285 u.f. London 1926. 
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_ ist im folgenden nicht weiter von Bedeutung. In der Mitte des Bereichs ist 


« (0) =). . (54) 
Der Anstieg der Ersatzfunktion wird 
-: 1 
x (0) = es (52) 
und die zweite Ableitung ist 
; —s 2 ise 
a“ (0) = qa te: (5s) 


Zur Ermittlung der Werte ag hat man die einzelnen x) mit EinfluBzahlen oder Gewichten 
zu multiplizieren und durch Summenbildung ein gewogenes Mittel zu berechnen. Die Gewichte, 
mit denen die x, in die Berechnung des Mittelwerts x(0) eingehen, bezeichnen wir mit 2. Da 
die Gewichte von der Gesamtzahl N=2n+1 der beriicksichtigten Punkte, der Ordnung R der 
glattenden Funktion und der laufenden Punkt-Nr. y abhingen, so miissen wir zur Kennzeichnung 
eigentlich drei GréBen benutzen und schreiben 


A=A(N, R, 1). (6) 
_ Wenn keine Verwechslung miglich ist, so unterdriicken wir die Verinderlichen N und R und 
schreiben einfach ; 

A=AX(r)=y , 6 
so daB ‘ ey 


x (0) == SY Ay Xy ; (7,) 


y=—n 
wird. Entsprechend bezeichnen wir die zur Berechnung von a, und a, notwendigen Gewichte 
mit J), und 4’’ und setzen gema8 (5,) und (55) fiir die Ableitungen 


#(0)=— >) Aa (72) 
und. Ae, 
+ ~~ 2 aly ” 
(= 2, D Kay. (7,) 
yp=—n 


Eine wirkliche Ausgleichaufgabe liegt nur dann vor, wenn die Zahl 2n-+1 der zusammen- 

gefaBten MeBpunkte gréBer als der um 1 vermehrte Grad R der Funktion ist, d.h. 
2n>R, 
was wir im folgenden stets voraussetzen wollen. 

AuBerdem darf man beim Ausgleichen mit einer Funktion vom Grade R eine beliebige 
Funktion vom Grade R*<R vorher abziehen, ohne daB das Ergebnis des Glattens geandert 
wird. Dieser Hinweis ist zuweilen von Nutzen, wenn die x-Werte ,,groBe‘* Zahlen sind. Denn 
bei geeigneter Wahl der Hilfsfunktion hat man im allgemeinen nur noch ,,kleine‘ Zahlen 
auszugleichen. In vielen Fallen wird man schon durch eine passende Gerade fiir den Gesamt- 
bereich der x-Werte ausreichende Verkleinerung der Ausgangswerte erzielen. 

Bestimmt man die glattende Funktion (4,) nach dem ,,Verfahren der kleinsten Quadrate“‘, 
so findet man zur Berechnung der (R+1) Faktoren ag die folgenden R-+-1 linearen Gleichungen?: 


R 
DiS a hora ( 112!) (8,) 
0=0 
mit 
+n fee 
oka —— Oy yp (85) 
yp=—n 
und 
+n 
xX, =) Xyv% . (85) 
ypH=-—n 
. a 
Insbesondere ist S)=2n+1 und X,)= oy Ky. (84) 
y=-n 


1 Willers, a. a. QO. S. 250. 
25% 
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Beachtet man, daB die Potenzsumme 


0 “ 
Sota = = | : 

\"4 pat : (0 +a +0) (8s) 
ist, je nach dem ob 0-+a eine ungerade oder eine gerade positive ganze Zahl ist, so erscheint 
die Matrix des Gleichungssystems (8,) in der Form 

Sy: 3t0s sta Sp OES ns Seen N, 
MES ra Sie Sho Rak Sep ey ee 
0 Sy 0 De 0 Srizs | Xs 
SR San Sri2 Sris Srya--+ Srin | XR 


Das System hat demnach die bemerkenswerte Kigenschaft, daB es in zwei Donnan zer- 
fallt, ein ,,gerades‘* zur Berechnung von dp, a), ... und ein ,,ungerades‘ fiir a,, d3,... . 

Fiir einen Augenblick wollen wir annehmen, 'R sei eine gerade Zahl, R=2r. Betrachtet man 
den Ubergang von R=2r zu R+1=2r-+1, so sieht man, daB der eon Anteil ungeandert 
bleibt, wie es oben fiir r=1 durch die gestrichelten Linien angedeutet wird. Es ist also bei gerad- . | 
zahligem Wert von R gleichgiiltig, ob man mit einer Funktion vom Grade R oder R-+-1 glattet. 
Das MaB a, fiir den Anstieg aindert sich jedoch, aber nicht beim Ubergang von R+1 zu R+2, 
wie man entsprechend nachweist. Man gewinnt auf diese Weise die folgende leicht verstandliche 
Ubersicht: 


Grad yp Mauktiomswert WA ee Zwerte eet anes | Dritte Ableitung 
E me ‘ Cease be or Pr. oH 2 — eee 3 
R x (0) x ©) T 2 (0) sy x (0) ae 


Die Erhéhung der Ordnungszah! R der ausgleichenden Funktion um | bringt also nur dann 
einen anderen geglatteten Wert x(0), wenn man von einer Funktion ungerader zu einer von 
gerader Ordnung iibergeht. Die erste Ableitung x°(0) bleibt dabei ungedndert, die zweite Ab- 
leitung andert sich usw. 


3. Die Berechnung der Gewichte /,, und 1; und ihrer Momente M, und M’’. Fiir die weitere 
Rechnung wollen wir (8) in die beiden Teilsysteme aufspalten. Ist R=2r oder R=2r-+1, so 


wird das ,,gerade“‘ System fiir ap, dg,... durch die ihm zugeordnete (r+1)-reihige Determinante 
mit den Spalten 0 2 4 2r ; 
SEE SER Gr es S nen he aaa 
Ss Sa Se Beas S29 qi 
Dry = Si Ss j ‘Ss awsnia Sorta : (9) 
| So, Serie Sor44 cee Sorier 


gegeben. Die zur Ermittlung von a, erforderlichen, den Elementen der Spalte 0 zugeordneten 
Unterdeterminanten bezeichnen wir mit A,g (e=0, 1,... r). Dann wird 


Dey ag =, A,—Xz A, + X, A,— eee =i Xen Ape 
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oder abgekiirzt " 


D414 = S\ (—1)® X20 Ago « (10;) 
2-0 
Mit (83) 1a6t sich die letzte Gleichung in der Form 
Dy 41% = >) (—1)8 Aye >) xy 029 (10,) 
o=0 y=—n 


schreiben. Vertauscht man die Reihenfolge der Summationen, so kommt 
+n r 
Dyed) = >) “| D(H He y22 420 | oe ‘(103) 
yp=—n o=0 
Damit sind die Gewichte A,, mit denen die x, in die Berechnung des ausgeglichenen Wertes 
x(0) eingehen, bekannt. Es wird mit (5,) und (74) 


os . 
Ay. Dr+1 2 1) pe Ag: (= Sy = on), (104) 


wobei D,,, die Determinante (9) und Ago die den Elementen ihrer Spalte 0 zugeordneten Unter- 


determinanten sind. 
Wir stellen fest, daB A, eine gerade Funktion von v wird. Es gilt 
A(—v)=A(-+2) . (10;) 


Im Hinblick auf die spatere Verwendung wollen wir noch die auf den Mittelpunkt des Teil- 


_. bereichs bezogenen Momente M, der EinfluBzahlen /,, also die Summen 


M,,= >) Ay (%=0, 1, 2, «-.) (11,) 


berechnen. M, ist das statische Moment und M, das Tragheitsmoment der Gewichte. Da A, 


_ eine gerade Funktion ist, so verschwinden simtliche M,, falls q eine ungerade Zahl ist. Fiir gerade 
_ Werte von a wird mit (10,) 


1 . 20+ 
M, = rh >» > (—1)® »?2+* Ago , (11;) 


1 
M, = p57 Di (1)? Are Srote (115) 
0=0 


. Die rechtsstehende Summe kann als Determinante geschrieben werden. Mit Riicksicht auf die 


Tatsache, daB die A29 Unterdeterminanten der Spalte 0 von (9) darstellen, findet man schlieBlich 


| Sota ers D4 see Sa ry 
| So44 red oF vie So r+42 


Dry M, => Sie S¢ Og eee Sor44 . (l 1,) 


: E ig : 
So r+a Sor+2 So r+4, ees vig 


Fir a=0 hat die rechtsstehende Determinante den Wert D,,,. Es wird demnach 


Mi=1; (11;) 


was auch auf Grund einer anschaulichen Betrachtung zu erwarten ist, da sich im Falle gleicher 


~. Ausgangswerte x,»=konst bei der Summenhildung (7,) der urspriingliche Wert wieder herstellen 


mu. Fiir a=2, 4, ... 2r verschwindet die Determinante, dain dem Falle jedesmal die Elemente 


von zwei Spalten tibereinstimmen. Wir stellen also zusammenfassend fest 


A 7 1 fiir a=0 9 
Mo >; yt dy = 40 fix samtliche ungeradcén Werte von a, (114) 
lo fiir alle geraden Werte von «, falls 2 a < 2r ist. 


ypo=—n 


Te ed ad j aah 
Ride a 
- iy WW 
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Die Summe aller Gewichte A, hat den Wert 1. Thre auf den Mittelpunkt des Bereichs bezogenen 
Momente M, von der Ordnung 1 bis 2r-+-1 verschwinden samtlich, ebenso alle hoheren Mo- 
mente ungerader Ordnung 2r+3, 2r+5,.... Das erste nicht verschwindende Moment ist 
M, rt2e 

Bei der Berechnung von a, kénnen wir uns kiirzer fassen, da sie grundsatzlich in der gleichen 
Weise vor sich geht, wie die Ermittlung von a). Man findet entsprechend zu (10,) und (103) 


Di ag ey (ealye! Ag. Gh (12,) 
e=0 
und 
Dy 41 Up) = >) Xy | ye (—1)¢+! y22 Ave] 9 (12,) | 
at) Ord | 


” : . S 
wobei D,,, wieder die Determinante (9) ist und die A,, ihre Unterdeterminanten darstellen, 
SB 


welche den Elementen der Spalte 2 zugeordnet sind. Daraus folgen die zur Berechnung von 


+n 
d= yi A; xy erforderlichen EinfluBzahlen 1, in der Form 


y=—n 
r 


> (—1)2+1 p20 Ayo (—nxv =< +n). (123) 
Q=0 


1 
” 
4, ¥5 Dr+1 


Auch 2” ist eine gerade Funktion von 7, 
U(—0)=4"(4+9). . (124) 
Ahnlich wie vorhin verschwinden demnach auch jetzt die Momente M/{’ der EinfluBzahlen 17, 


+n 
Mr a SO le ye (13,) 


y=—n 


fiir ungerade Werte von «. Insgesamt findet man durch eine adhnliche Rechnung wie vorhin 


tn I) aie C7 
M” =D tds Ot ture o = Os AL Oyen re (13,) 
_ p=—n 0 fir alle ungeraden Werte von «. 


Bis zur Ordnung 2r+-1 verschwinden demnach samtliche Momente mit Ausnahme von M,’=1. 
Das nachste von 0 verschiedene Moment ist My,2. 


4. Die Berechnung der Gewichte oS und ihrer Momente M, - Zur Berechnung von a, haben 
wir das ungerade Teilsystem von (8,) heranzuziehen. Es wird fiir R=2r und R=2r—1 durch 
die r-reihige Determinante 
So eh S¢ Sot hee 
hoy 36 5 ef eles Saal 
1) RSG LSS Sigh Ae (14) 


So, Sor42 Sor44 eee Sar—2 | 
und die rechten Seiten der Gleichungen X,, X3, X;, ... X2,_1 gekennzeichnet. Nennen wir die 
den Elementen ihrer ersten Spalte zugeordneten Unterdeterminante A,o (0=", 23-207); sowwire 


Dia; =X As Xy Aya Xe 
oder 
D, a, = y (=1)2+1Ay9 X20-1. (15,) 
Fihrt man gema8 (84) a 
X 90-1 y Xy y2e-l (15,) 


v==n 


j 
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in die letzte Gleichung ein und ordnet die entstehende Doppelsumme um, so erhilt man schlieBlich 


entsprechend zu (103) und (12,) 
+n r 
D, a, = » Beate | (153) 
v= — Q=1 


Die Gewichte 1), zur Berechnung von a, werden demnach 


ae 1 z ’ 
hy = D, Ss (~1)8tt 920 Azo. (15,) 
0=1 
Hier ist A, eine apesade Funktion von », 
A (—v) =—A' (+7). (155) 
Beziiglich der Momente M, der EinfluBzahlen A, finden wir durch eine der friiheren ahnliche 
Rechnung entsprechend zu (11,) und (13,) 


: é pet ureco——li- 
M, = SS y* Ay=40 fir alle ungeraden Werte von «, falls 3 Sa<2r-1 ist, (16) 
Q fiir samtliche geraden Werte von « einschlieBlich «=0. 


Es verschwinden also mit Ausnahme von M;=1 saémtliche Momente bis zur Ordnung 2r ein- 
schlieBlich. Das auf M; folgende erste nicht verschwindende Moment ist Mj,.1. 


5. Die mittleren Fehler 1, ’ und i” der Faktoren ay, a, und a,. Durch die Zusammenfassung 
zahlreicher Punkte N zum Ausgleichen wird der mittlere Fehler , der geglatteten Werte herab- 
gedriickt. Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz gilt fiir den Fehler «7 des geglatteten Wertes a, 
gemaB (7,) 

. rs +n 
w= 2, Uv 1 (0) (175) 
Streng genommen ist dabei w eine Funktion von x, da sich die MeBgenauigkeit iiber einen 
gréBeren Bereich hinweg andern wird. Fir die N=2n-+1 Punkte eines Teilbereichs wird man 
jedoch bei dichter MeBfolge im allgemeinen die gleiche MeBgenauigkeit zugrunde legen kénnen, 
ohne einen ins Gewicht fallenden Fehler bei der Berechnung von jy in Kauf nehmen zu miissen. 


In dem Falle folgt aus (17,) einfach 


ie eS 2, = Funktion (N, R) . (17,) 
. I ; 
Das Verhaltnis /u der Fehler hangt von der Anzahl N der zusammengefaBten Punkte und der 
Ordnung R der glattenden Funktion ab. os ‘i 
Entsprechend gilt fiir die mittleren Fehler 4’ von a, und 4” von a, 


(E) = Sa os (17,) 


und eer 
(A) aya. (174) 


Fir die praktisch wichtigen Falle R< 5 (bzw. 0 =r < 2) lassen sich die zur Fehlerabschat- 
zung wichtigen Summen (17) in einfacher Form darstellen. Zunichst wird fiir r=0,1,2 aus 
(10,) der Reihe nach 


(Ay)o = a = konst | 
YE 
J 

(Ay)1 == Ds (S,—S, y?) (18) 
re 

(Av)2 = D, (Ay—A, »? + A, v4) . | 

Dabei ist nach (9) 
Se Ss ory cate earey 
Dr S55 D, — Ss Ss 2, Dy So Sy S¢ ? (19,) 
2 4 
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und Ay, Ay, Ay sind die Unterdeterminanten der Elemente Sp, Sj, Sy von Ds, 


4, .|5* Si 5 wee. (19.) 
hse Ss ; Sg Sg : ; Sy Se : 
Es wird also fiir r=0 
aBy Ss 1 lL 1 
2 0) Meriarey Ore ood RE 20;)3 
Oxon Di So hie a oy Vs, y 
Fir r=1 gilt 
+n i} 
Die 2 2 piace b 
: ot fo 2 So Sz v2 +°S5 v4) 


oder nach Ausfithrung der Summation bei Beriicksichtigung von (85), 


sae pe (St Sv 2 Sp Si Sot SBS). et | 
y=—n 
Daraus folgt wegen (19,) und (18) schlieBlich 
S 7 es WCE 
o 5) RAINE GSS saree Von D,° (203) 


Fiir r=2 wird entsprechend 


seh 
D3 Y' 22 =A3S, + A} Sy + A? S,—2 Ay Ay Sy + 2 Ap Ag Sy 24g Ay Sy. 


y=—n 


Setzt man hier fiir Ay, A, und A, die durch (19,) gegebenen Ausdriicke S,S,—Sj usw. ein, so 
findet man nach kurzer Rechnung, da sich die rechte Seite der letzten Gleichung in der Gestalt 


[So (S,S3—S¢) —Se (S2S,— S$, Ss) aie Sa (S_S_— si)| (Sa Sg —S¢) = D3 (Sz S.—S5) 


schreiben laBt. Damit findet man 
schlieBlich 


ae SostaGs ; 
( S i) a = ales 
r=2 


und (20, 


eS ~ _ |/ 8a8s—S3 
be /R=455 D, , 


Da die Berechnung der anderen Sum- 
men ahnlich vor sich geht, begniigen | 


wir uns mit der Angabe der Ergeb- | 
nisse. Man findet aus (15,) und (14) — 


y=—n .y 
+n 
(i 2,2) se TS Yc) | 
v Dy: >. SSeS os 
cea = 2 2% 4 
Z, 4 6 8 won Mia F's aie 
ee ier SR 1 ences 
é; ; ° ‘ ” Ry und aus (12,) und (9) 
Abb. 3. Abnahme des mittleren Fehlers Sp=i der Funktionswerte x beim = Ay) = So. ee So A (2241 
Glatten mit wachsendem mathematischen Aufwand. y mittlerer Fehler der j= D, So S,— $3 
Ausgangswerte, R Ordnung der abschnittsweise benutzten .Ersatzfunktion, 
N Zahl der zusammengefaiten MeSpunkte. Die Kreispunkte entsprechen der SiSes2 | 
% i ° h f “ 9, a 08 4 } 
genauen Rechnung, die Kurven den asymptotischen Formeln fiir groBe n. Ee = Scape se . (22, 
: 3 
yp=—n r=2 4 


Gitar a Ergebnisse sind aus den Abb. 3, 4 und 5 ersichtlich. Fir festgehaltene Ord- 
nung R=(0, 1); (2, 3); (4, 5) wird der Verlaut von «/u iiber n im Bereich O<n<10 | 
(d.h. 1 N= 21) durch die Kreispunkte veranschaulicht. Die Bedeutung der auSerdem — 


in den Abbildungen enthaltenen 
_ Kurven wird spiter erértert. Bei 
_ festem R sinkt der wahrscheinliche 
Fehler & mit wachsendem n zu- 
_ nachst stark ab. Uberschreitet n 
_ jedoch einen gewissen Betrag, so 
bringt die weitere VergréBerung, d.h. 
die Hinzunahme weiterer Punkte 
zum Glatten, keinen grofen Gewinn 
an Genauigkeit, so daB sich der 
_ Mehraufwand an Rechenarbeit nicht 
lohnt. Fiir kleine Werte von n sind 
_ die Ergebnisse mit Vorbehalt auf- 
- uufassen, da Voraussetzung fiir die 
Giiltigkeit der Fehlerfortpflanzung 
stets eine ,,groBe* Punkt- bzw. 
Fehlerzah! ist, weil sich nur dann 
_ die statistischen GesetzmiBigkeiten 
_ voll auswirken kénnen. Im ibrigen 
ist aus Abb. 3 ersichtlich, daB man 
bei festet Punktzahl N=konst um 
so besser glattet, je niedriger die 
Ordnung R der Ausgleichfunktion 
gewahlt wird. Das ist auch anschau- 
lich einleuchtend, da man bei ge- 
 gebener Punktzahl N=2n-+1 durch 
Erhéhung der Ordnung R bis zum 
_- Werte N—1 schlieBlich auf den Fall 


der ,,Interpolation’“® kommt, wobei 


j 


gar kein Ausgleichen mehr statt- 


- findet und “~=y ist. Die in Abb. 4 
und 5 dargestellten Verhaltnisse fiir 
K’/u und w’’/u liegen ahnlich und 
bediirfen keiner weiteren Erlaute- 
rung. Im Hinblick auf spater haben 
wir abweichend von Abb. 3. jetzt 
n(u’/u) baw. n*(u’’/u) iiber n auf- 


getragen. 


6. Die Falschung der Funktion 
und ihrer Ableitungen. Da wir die 
durch Messung gegebene Erfahrungs- 
funktion x(t) stiickweise durch Po- 
tenzreihen beschrankten Grades an- 
nahern, so ist mit dem Ausgleichen 
eine Falschung der Funktionswerte 
verbunden, wie bereits eingangs er- 
lautert wurde. Zur Untersuchung 
dieser Falschung oder, wie wir auch 
sagen wollen, des ,,mathematischen 
Fehlers“‘ fi setzen wir voraus, dal 
die Funktion, die wir mit Hilfe einer 
Potenzreihe vom GradegR glatten, 
wenigstens (R-+2)-mal differentiier- 
barist. AuBerdem diirfen wir den Kin- 

~ flu®B der MeBfehler w auf das Ergeb- 
nis jetzt auBber Betracht lassen, was 
wir durch das Zeichen , andeuten. 


mn 


—) 
Abb. 4. Abnahme des mittleren Feblers fp= = n) ge der ersten 


Ableitung ome (Zur Bezeichnung vgl. Abb. 3.) 


Y 6 8 07 
eS 
g 7? 7 2 


" 
' yt Ud é 
Abb. 5. Abnahme dcs mittleren Fehlers fp = eu ne) aS TP 


Ableitung x. (Zur Bezeichnung vgl. Abb. 3.) 


ZI oN 


der zweiten 
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Dann ist der von MefBfehlern freie Wert an der Stelle t=yt 
. 1 oe 1 
Lyn = Aon + Xe ¥T + Sy Xox (PT)? + Zp 3! Xox (7) et See (23,) 


wobei Xox, Xox> Xox. --+ die wahren Werte der Fanevion und ihrer Ableitungen fiir t=0, d. h. 


in der Mitte des Bereithe) darstellen. Wir multiplizieren die letzte Gleichung - mit Jy und sum- _ 


mieren iiber alle Punkte von —n < y< +n. Dann kommt 


+n +n. é +n 1 aA +n 
»; hy Xy x — Xo x dat %oxT >: V hy + sy Moat? > y2 Ay + ee = (23.) 


yp=—n y=—n y=—n y=—n - 


Nach (7,) steht links der von MeBfehlern freie Ersatzwert % , in der Mitte des Bereichs. Beachten — 
wir weiter, da®B gema® (11,) die rechts als Faktoren auftretenden Momente M, der EinfluB- | 


zahlen A, fir 1 < a < 2r+1 einschlieBlich verschwinden und daB M,=1 ist, so finden wir 


rs 1 

Koa=%on + Gry ayy Me Tt Marta ts (233) 
Die infolge des begrenzten mathematischen Aufwands beim Glatten in Kauf zu nehmende 
Falschung der Funktionswerte wird also in erster Naherung 


1 


fu = %on— oe © ego Me TY Marae, (23,) 


falls man eine Potenzfunktion vom Grade R=2r oder R+1=2r-+1 verwendet. Das Moment 
M2,+2 ist durch (114) und (9) als Quotient zweier Determinanten gegeben. 

Multipliziert man (23,) mit 2}, und summiert in gleicher Weise wie vorhin von »=—n bis 
y=-++n, so kommt bei Bevuckeichtisang von (72) und (16) schlieBlich als Ersatzwert %o« der 
Ableitung in der Mitte des Bereichs 


1 


Sag = Kae @rapr% Lect s yertl zt se. (24,) 


y=—n 


Der mathematische Fehler der Ableitung wird also bei Verwendung einer Potenzreihe vom 
Grade R=2r oder R—1=2r—1 in erster Naherung 


/ Fae Z 1 = = , 


Entsprechend findet man als Falschung der zweiten Ableitung mit (7;) und (13,) schlieBlich 
in erster Naherung den Ausdruck 


fgets ane 
fat = Xe — Boe © ee a MY 


Q@r+2! 2r42? (25) 


gultig fir R=2r und R+1=2r-+1. 
7. Der Sonderfall R=2. Zur Belebung der Vorstellung wollen wir die Formeln fiir den 


Sonderfall R=2 bzw. r=1 ausfihrlich hinschreiben. Als Ausgleichkurven wahlen wir nach (4) 
die Parabeln 


i ae +a; (= i. 
durch je N=2n-+1 aufeinanderfolgende Punkte. Das ist offenbar der einfachste Fall, mit dem 
wir auch die zweite Ableitung noch erfassen. 
Die kennzeichnende Determinante (9) des geraden Teilsystems (8,),wird mit r=—1 
So Sp 
SB) US 


= 


Dabei sind die Potenzsummen (8;) in Abhaingigkeit von n durch die folgenden Ausdriicke 
gegeben: 


or Mee : 
| S,= 4 (n+l) 2n41) 
BS, =— 2 n (n+1) (2n +1) Bn? +3n—1) 


1 
Be 45 
usw.}, 

: Mit (26,) wird die kennzeich- 
- nende Determinante 
Z 1 
i D,= yen n(n-+ 1) (2n—1) x 
x (2n-+ 1)? (2n-+3). 

Die Gewichte? A, und 1 zur Be- 
_-rechnung von ay und a, findet man 

aus (18) und (12,) zu 
F. (Ay) r=2:3 =3~x 


(3 n? + 3n—1)— 5%? (27,) 
(2n—1)(2n+1)Qn+ 3) 


(26.) 


— und 


(A) ) pa2:3 = 15 x 
3v2—n(n + 1) (275) 
nine] (an 1)(2n+1)(2n+3)° 


Die Berechnung von 4), wird beson- 

_ ders einfach, da das ungerade Teil- 
system (8,) nur die Unbekannte a, 
enthalt. Nach (14) wird D{ = Sy, 
also nach (15,) und (26,) 


, 3” i 
(Ca eae oy n(n+1)(2n+1) : (2 75) 


Der Verlauf der EinfluBzahlen iiber 
y ist aus Abb. 6 ersichtlich. Die ein- 
- gezeichneten Kreispunkte gelten fiir 
n=10. Mit unbegrenzt wachsendem 
n streben die Gewichtskurven nj, 
n?j, und n°/, gegen die ebenfalls 
dargestellten Grenzkurven (n/,),, 


(n?/,), und (n3/,),.. Bereits fiir 


BS, = = n(n+1) 2n+1)(3n4+ 6n9— 3n+1) 


bol 


_ XVI. t -Di aR; : 


=<) ? 
2 ++), (26,) 
3 ) 2 


n(10n8 + 45n?7 + 60n®— 42 n4 + 20n?2 


N| bo) ie ND) No] = 


ae 
(n?Ay)n =10 


n=10 sind die Unterschiede nicht Abb. 6. Verlauf der Gewichtskurven nA), 


' mehr betrachtiich. 


nh! und nA !! fiir n= 10 und n>o. 


Die auf die jeweilige Bereichmitte bezogenen Momente M,, M; und M,’ der EinfluBzahlen 1), 


Ay, und A;/ werden aus (11,), (16) und (13, 


) berechnet. Man findet mit (26,) und (27) 


1 Fin anschauliches Verfahren zur fortlaufenden Berechnung dieser Summen findet man bei R. Courant, 
Differential- und Integralrechnung, S. 19. Berlin 1927. Eine Zahlentafel, welche die Summen S, fiir |< n< 10 
und 2<«<16 ausgerechnet enthalt, steht bei Whittacker und Robinson: a. a. O. S, 294. 

2 Die Gewichte Ay fir R=2;3 und 1<n<10 sind berechnet bei Whittacker und Robinson, a.a.O. S. 295. 


\ Ay yd <3 oh 
Vg hf * ‘ serie - aL 
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M, oo nin 1) (n? +°n— 2), 
; Mi=+ — (3n?+3n—1), - (28). 


A 1 
Ue en ee (6n2 -+6n—5). 


. Fiir die nach dem G!atten bleibenden physikalischen Restfehler Ul; ue und gilt nach (20,), 


(21,) und (22,) 2 

i) \/ 3(3n? + 3n—1) ae ) 

“p/Rra2:3 Vo Gn—D(Qn+)Qn+3) INI | , 
uu a8 


( i SENGTE ~ Ynez a 


( 2 Mt 45 n3 : ag 
Lae ey 2:3.) Wt) @n—)Qn+ lQn+3) ~ 2) NES 


Hierbei sind die rechts stehenden einfachen Ausdriicke, welche in der Entwicklung nach Po-— 
tenzen von n nur die ersten zwei Glieder beriicksichtigen, bereits fir n>3 bzw. N>7 brauchbar, 
ohne daB die Vernachlassigung ins Gewicht fallt. Das lehrt auch ein Blick auf die Abb. 3, 4 
und 5, wo der durch die Naherungsausdriicke gegebene Verlauf des Fehlers durch die Kurven 
dargestellt wird, wahrend die- elneezpychu tet Kreispunkte dem genauen Teil der Gleichungen | 
(29) Saisirechibe. 

Glattet man die gleiche Reihe von MeSBpunkten nicht ,,quadratisch”, sondern ,,linear“‘ mit | 
Hilfe der besten Geraden durch je N Punkte, so gilt 


(4), 0° oe ; (29,) | 


Aus (29,) und (29,) folgt fiir ,,geniigend groBe‘ n 


as 3 a 
Rae YS 5 (R=1 9.” (295) 


d.h. der physikalische Restfehler der Funktionswerte beim Glatten mit einer Parabel ist das 
1,5fache des entsprechenden Fehlers beim Glatten mit einer Geraden. 

Die Fehler der ersten und zweiten Ableitung werden bei groBen Werten von n wegen (55) 
“und (55) ; 


Sw 


ei PONG VA ice Wo agl es 
Us ( T ee ss y3 nt \VN+2 (294) 
und : 
‘; fea Vite oe 1 . 
IPS (2 Bee = 3/5 (nt)? Vnaa : : (295) 


Die Fehler der Ableitungen sind also verhaltnisgleich dem MeBfehler «4 der Ausgangswerte und 
umgekehrt verhaltnisgleich zur ersten bzw. zweiten Potenz der ,,Bereichbreite‘*s B=nt und 
(nahezu) zur Wurzel aus der Gesamtzah! N=2n-+1 der abschnittsweise zusammengefabhten MeB- 
punkte. Esist also zweckmaBig, beifestem Bereich B die Zahl n der darin enthaltenen MeBpunkte 
moéglichst groB zu wahlen. (Allerdings darf die Genauigkeit der Auswertung unter der dichten 
Punktfolge nicht leiden, weil sonst durch das damit verbundene Anwachsen von yu der Gewinn 
wieder verloren geht.) 
Die Falschung der Funktionswerte wird gema® (23,) und (28) 


= 1 2 
fu = (0. —%oe) R253 © — yyy 2 (nz)4(14 =). (314) 
Fir die erste und zweite Ableitung findet man aus (24,), (25) und (28) ° 
, —_—e Cie if one 1 
fu = (Xoe— Xx) R=251 tap Xox (nt)? (1 oe | (315) 
und mtr 
ay —e oo I iS] 
fia = (02 os) R29 S++ gg at) (nz)? (1+ =). (31,3) 


\ 
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_ Unter sonst gleichen Verhaltnissen wachst demnach der mathematische Fehler fiir »groBe’* n 
im wesentlichen mit einer Potenz der Bereichbreite B=nt. Die Falschung der Funktion hangt 
also nicht von der Punktzahl n, sondern im groBen ganzen nur von dem Produkt nt ab. Da- 
durch, daf man in einem vorgegebenen festen Bereich B méglichst viele MeSpunkte wahlt, wird 
der mathematische Fehler beim Ausgleichen nicht (wesentlich) beeinfluBt. 

__ Da die durch (26,) gegebenen Summen S, bereits fiir kleine Werte von a verwickelte Funk- 
_tionen von n sind, und da bei der Berechnung der wichtigsten Grié®en fiir R>2 drei- oder vier- 
“reihige Determinanten auftreten, welche die eben genannten Summen als Elemente besitzen, 
80 scheint es auf den ersten Blick hoffnungslos zu sein, zu einfachen Endformeln zu gelangen, 
_wenn der Grad der Ausgleichfunktion den Wert 2 itherschreitet. Wir werden jedoch im Abschnitt % 
einen Weg zeigen, auf dem auch diese Falle der Rechnung zuginglich werden. 


8. Die praktische Form des Glattens fiir R=2. Das Ausgleichverfahren zur Berechnung 
-von x, x und x” mit Hilfe der Gewichte Ay, 2, und Ay ist nur dann zweckmaBig, wenn man 
nur wenige Einzelwerte bestimmen will. Handelt es sich jedoch um die Auswertung langer Mef8- 
-reihen, so ist die im folgenden geschilderte Form des Verfahrens zweckmabiger. 


- Nach (10,) erscheint der geglattete Wert x, an einer beliebigen Stelle in der Gestalt 


A : wiale 1 +n +n 
aa eee oD (s.> Xt y— Se Sy vy wey) : (32,) 
y=—n 


y=—n 


Das formen wir um zu 


xk = &n An + yn Cy (325) 
mit : 
o Sa S, we n? Sy 
nie. Oy, Uae e “Dy (323) 
und oe uA 
el “key as YN 2 My 
a Ee es Cr pats Ase Rey. (32,) 
Die Faktoren a, und yn sind gema8 (26,) und (26,) nur von n abhangige Zahlen 
3 z 3n(3n2+3n—1) ~— be 15 n3 
4 . eld OF DANE STOR WW Coz SB hand (2n—1) Qn+1)Qn-+ 3) ’ (G3) 
und lassen sich von vornherein in Zahlentafeln zusammenstellen. 
A Die Summen Ax, Cy und (was wir fiir das folgende gleich hinzunehmen wollen) 
+n Ze 
Pak 
B= >) — — (34) 


y=—n 


_ lassen sich in einfacher Weise fortlaufend berechnen, was wir im folgenden zeigen wollen. Dazu 
-setzen wir zur Abkiirzung voriibergehend 


y 

— ih Exty C (35) 

Haben wir durch Addition der 2n+-1 Summanden &_,,... &&,+-- Sein den Wert Ax 
- gemaB (32,) gebildet, so wird der nachste Wert 

Ayig= An + fe 4140 — Sk—n> (36,) 


wie man sofort sieht, wenn man die Summen ausfihrlich hinschreibt. Man findet also jedes 
-folgende A,,, aus dem vorangehenden A; durch Addition von zwei Summanden. 


Weiter ist nach (34) . tps 
n By +1 = Sy Y Encaty ‘ 

; y=—n 

Setzen wir fiir einen Augenblick »+1=e, so wird 
n+1 

n By yi = >» (e-1) dn+e 
e=—n+l1 
= > (c=) fret mSesien + (0+ 1) bin 

e=—n 


as +n 
~ Epis = ma Sete an On ae (n+ 1) Chon 


€=—n eS. 


396 Stange: Die zweckmafige Auswertung von punktweise aufgenommenen Zeit-Weglinien. _Ingenieur-Archiv _ 


af nel in So aS any 
| LS 7 | 
d | ae : | 
re aes 
: 
Be te | 
Abb. 8. ,,Schiebezettel‘‘ zur fortlaufenden Berechnung von B 


ke 


i fae ses 


Die ersten beiden Summanden der 


rechten Seite lassen sich gema} (34) 
und (32,) durch n B, und —Ax er- 
setzen. Also gilt zur Berechnung der 
Werte B die Rekursionsformel 


1 
Bui = Be ae Ag+ Eep14n+ 


(365) | 
1 
ae fas ones . 
Fir C findet man entsprechend | 
aus (32,4) 
+n 
n? Ce41 a a Disks Aes a ° 
y=—n 
oder mit yv+l=e, 
n+] 
mCpi= >! (6-1) Eee 
e=—n+1 
+n 
= Si(e—-))? Sere t nm eepipn— 
e=—n 
uy (n+ 1)? eyes 
+n +n 
eee yh: 
6=—n e=—n 
+n 
ale > See + ne, iin — 
€=—n 


ae (n+ pu RS ae. e 


Da wir rechts die ersten drei Sum- 
manden durch n?2C,, —2n By und A, 
ersetzen kénnen, so erhalten wir fiir 


C schlieBlich die Rekursionsformel 
Z 1 

Ce CG, — — Be+ = Ay 
nm n 


+ En41in— ( oor i. Sane 


n 


(363) 


Bevor man das Verfahren mit Hilfe 
der Re kursionsformeln in Gang setzen 
kann, hat man am Anfang natiirlich 
je einen Wert A, B und C aus den 
Gleichungen (32,) und (34) durch 
Addition von je N Summanden zu be- 


rechnen. Dann findet man die folgen- 


den Werte A, B und C fortlaufend 
mit Hilfe der in Abb. 7 bs 9 dar- 
gestellten ,,Schicbezettel“‘, deren Ver- 
wendung wohl ohne weitere Erlaute- 
rung klar ist. Besonders bequem sird 
alle drei Rekursionsformeln fiir n=10 
bzw. N=21 Punkte,so daB man diesen 
Wert bevorzugen wird, sofern nicht 
andere Griinde dagegen sprechen. 


Entsprechend zu (32,) finden wir 
fiir die Ableitung x, aus (15,) zu- 


"01S SP ate Cee Feria fy 
Chay a Oe oe eae ee 

. ; * ee 

kaha br aye ie 


an 


a * 
wa 
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i“ 


q 


: - 


a 
eB 
: 


_ wobei 


‘ , . 
nachst D, a,=S, a,=X,, oder mit 


" (5g) und (26,), 


LS at 
xe—= —— By Br » 
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(37) 


3 n? 


Bie 
und B, durch (34) gegeben ist. 


a 


Fir die 


_man aus (53) und (12,) 


ee 2 


xx, => 
k 2 


a 


Mit (26,) und (26,) wird daraus 


(n+ 1)(2n+ 1) (3%) 


zweite Ableitung erhalt 


1 


sr (8: Xo + Sy %) 
2 


B= Gaye (On Act yy Ci), (38) 
_wobei 
= 15 n3 | 
“(ag (2n—1) (2n+1) (2n+3) (38,) 
= Yr; 
er 45 n* 
Yn (n+l) @n—I) (2n+1) @n+3) (38,) 


und A; und 
_ sind. 


o 


Mit wachsendem n streben die 
Faktoren on usw. ganz bestimmten 
_ Grenzwerten zu, und zwar gilt fir 


n+ nach (33), (37,), (38) und (385) 


mT 
peak 
C, durch (32,) bestimmt 


9 E55 
Rast Miter oe EON 
3 
/ 
bo=+ i 
ut 15 a 5 
3 one Bee ule Ie oe 
Die folgende Zahlentafel ist fiir die Rechnung niitzlich. 
| of ca en eee Ea ee Ea 
| Funktionswert : Ableitung 
e %n Yi AS Dee Br, 
1 +1,0 506 +1,5 +0,5 
Ye “10,971 429 —1,142 857 +2,285 714 +0,800 000 
3 1,000 000 285 714 892 857 964 286 
4 021 645 385 281 3,324 675 1,066 667 
5 037 296 456 876 642 191 136 364 
6 048 951 510 490 884 116 186 813 
a 057 919 552 036 4,074 095 225 000 
8 065 015 585 139 227 038 254 902 
9 070 765 612 119 352 720 278 947 
10 +1,075 515 —1,634 521 +4,457 785 +1,298 701 
1,125 1,875 5,625 i 
© 9 15 45 3: 
ay ere, te +3 


(39) 
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Das Verfahren zur Auswertung langer MeBreihen, bei denen man nicht nur den Funktions- 
wert *, sondern auch die erste und zweite Ableitung braucht, besteht demnach im wesentlichen — 
aus vier Schritten: . 
1. Man teilt die gegebenen Werte x durch n und hat damit die &-Werte. 
2. Man berechnet nach (32,) und (34) durch Addition von je N=2n+1 Summanden die 
Ausgangswerte fiir die Summen A, B und C. 
3. Die Rekursionsformeln (36,), (36) und (363) geben fortlaufend A, By und Cz. 
4. Den geglatteten Wert x, und die Ableitungen x; und x," findet man schlieBlich aus (32.), | 
(37,) und (38,), wobei man die erforderlichen Faktoren Gn usw. aus der Zahlentafel ent-. 
\ nimmt. 
Der hier beschriebene Weg fiihrt wesentlich schneller zum Ziel als das in den vorausgehenden — 
Abschnitten geschilderte Verfahren mit Hilfe der Gewichte Ay, 2, und /;. 


9. Asymptotische Formeln fiir groBe n. Die im Abschnitt 7 und 8 gegebene allgemeine Lésung 
fiir quadratisches Ausgleichen (R=2) hat verhaltnismaBig einfache Gestalt. Fir gréBere Werte 
von R werden die allgemeinen Ausdriicke in Abhangigkeit von n jedoch immer unhandlicher, 
Z. B. sind die Gewichte 1, zur Berechnung der Ableitung x im Falle r=2 


(4;) 5 [5 (3 nt + 6n3—3n-+ 1) 713 (3n? + 3n—1)] 
WR=9334 n(n + 1)(2n+]) (4nt + 8 nF —Tr?— 11 n + 6) ° 
und die Forme! fiir die dazugehérige Fehlerfortpflanzung ist 


ms ars n(3n*+ 6n—3n + 1) 
(< ny (n+ 1) (2n+ 1) (4n* + 8n3—7n?—11n + 6) (402) 


(40,) 


Bereits hier wird jede GesetzmaBigkeit durch die verwickelte Gestalt der allgemeinen Lésung 
verdeckt, und das wird in steigendem Mae der Fall, je groBer. R gewahlt wird. Fiir die Zwecke 
der Zahlenrechnung steht natiirlich nichts im Wege, die in Frage kommenden Gewichte Ay, 
i,, 4, ihre Momente M,, M,, M, usw. fiir die ersten Werte von n (etwa bis n © 10) einmal fiir 
alle auszurechnen!, Aus spater zu erérternden Griinden wollen wir jedoch davon absehen. Wir 
beschranken uns darauf zu zeigen, da8 iiber Fehlerfortpflanzung und Falschung auch bei hoherer 
Ordnung R der Ausgleichfunktion noch allgemeine Aussagen gemacht werden kénnen. Das 
ist deshalb méglich, weil gema (20), (21,) und (22) nicht nur die Ausdriicke 213, X12? und 


X'7,,”, sondern auch die Momente M,, M, und M,’ als Quotienten von endlichen Potenzreihen 
in n erscheinen, und da fiir ,,groBe*‘ Werte von n allein die ersten Glieder dieser Entwicklung 
nach Potenzen von n mafgebend sind. Das haben im iibrigen die Gleichungen (29,) und (31,) 
bis (31;) in Verbindung mit Abb. 3 bis 5 fiir R=2 bereits bestatigt. 


Um jetzt zu diesen allgemeinen Formeln zu gelangen, miissen wir natiirlich einen andern Weg 
als im Abschnitt 7 gehen. Wir wahlen als Ausgangspunkt die Entwicklung? der Summen S,(n) 
nach Potenzen von n . 


feted nate te are tame, an) | 


wobei die Faktoren 


1 Hil 1 


1 5 


42 5 Bynes By=+ Ge see: (41,) 


Beate 


die Bernoullischen Zahlen sind’. In (26,) sind die ersten Glieder dieser Entwicklung jeweils 
angedeutet. Die Summe S, besitzt demnach in bezug auf n die Ordnung a+1. 
Damit lassen sich nun auch in den Fallen R=3, 4, ... die kennzeichnenden Determinanten 


des Systems (8,) einfach abschatzen. Entwickelt man z. B. D, gemaB (19,) nach den Elementen 
der ersten Spalte, 


D3 = So(S4 Ss — So) —Sp» (S, Ss =A Ss) +Sq( Se S,—S3) ? (42,) 


so sieht man zunachst, da® alle in der Entwicklung vorkommenden Summanden S,S;S, die 


Die Gewichte Ay fiir R=(4,5) und 2<n<10 sind berechnet bei Whittacker und Robinson, a. a.O. S. 296. 
Fr, A, Willers, a.a.O. S, 128. 


° K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, S. 182. Berlin 1924. 


1 
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a CBE: 7, 


“a 


: 
, 


gleiche Ordnung ap B+y+3=15 in bezug auf n besitzen. Wir diirfen also D,, das mit (41,) 
die Gestalt 


1 

2 

1 

9 es -) (42.) 
Se eee te mis y einen ane as 

Peis oe cau ahead 

annimmt, naherungsweise berechnen, indem wir die durch Punkte angedeuteten Glieder dex 


Ordnung n71, n~®, ... nicht erst im Endergebnis, sondern bereits in der Determinante vernach- 
lassigen. Dann wird in erster Naherung 


n 1 n 1 n i 

Dp Rse: Sea 578 

~ 93rn12 | 7 1 n 1 n 1 
DEEN arin eS bats (42s) 

n 1 n 1 n 1 

See a) 9° 3 


Zur Berechnung wahlen wir einen Weg, der sich leicht verallgemeinern laBt und auch noch bei 

gréBeren Werten von R zum Ziel fihrt. Wir lassen die Elemente der ersten Spalte ungedndert 
und addieren sie zu den mit —1 multiplizierten Elementen der zweiten und dritten Spalte. 
~ Dann kommt 


: n 1 ] 1 
SE SOR 1-3 ee 
1 1 1 
CORO TIA, eee ee Z 
Ee 3 7 9 EER eh ee: 
n i! if i 
a‘ Bey 567 5-9 


Basan oe Wy sees: 
26 ni4 | 1 1 1 ; ; 
aati | a ian ae Nii sai es a 
PT asf Die Seer o, 
Das gibt schlieBlich 9 ‘ 
2 
Le Mc CORSET er ROME Ol an ae (42,) 


Damit haben wir zunachst die gesuchte asymptotische Formel fiir D, hergeleitet. Ahnlich finden 
wir fiir die Unterdeterminanten der Diagonalglieder von D3 


‘ me 
S,S,—S3 YH any (nF 7), (43,) 
2 
S,)S,—Si © SRG n® (n +5) (435) 
und si 
s | SySy—S3 © Grgarg 1° (n-+ 3). (434) 


Aus (203) und (22,) findet man demnach als asymptotisches Gesetz fiir die Fehlerfortpflanzung 
bei der Berechnung von ay und a, 


fi ier Stare ete wane 
bb a 365 n+ 7 a : AA 
aoe Cane |/ n(2n-+ 15) 8 VN (44;) 


fu sae PhS el ole ae vy 
ne Rane | ee ae a (449) 


und 


4 
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ich RS et = dtc eh A ce oh ch Shea cin eral aro NDE Ee a 


Aus (21,) folgt mit (41,) und 


Spe eee I: ; 445) 
Dirac n? (n+ 5) (445 
fiir den Faktor a, schlieBlich die Fehlerformel 
SHS 1 Sol eae 
(» Hho Se) |/ +2’ (444) 


was im iibrigen auch unmittelbar aus (40,) hergeleitet werden kann, wenn man dort den Aus- 
druck unter dem Wurzelzeichen nach Potenzen von n entwickelt. 
Vergleicht man (29,) und (29,) mit (44,), so findet man fiir groBe n 
- 5 - 5 3 - 
MR=5,4% G UR=3,2 © 9 UR=1,0 - (45,) 


Beim Ubergang von R=(0,1) zu R=(2,3) baw. R=(4,5) multipliziert sich demnach der im Mittel 


zu erwartende Restfehler ~ des geglatteten Wertes x mit 3/2 bzw. 15/8. Diese Beziehung wird | 


in Abb. 3 durch die drei Kurven veranschaulicht, wahrend die Vergleichspunkte, welche anfangs 
tiber den Kurven liegen, ohne jede Vernachlassigung berechnet worden sind. 
Fir die Ableitungen findet man aus (44,4), (449) und (29,) die asymptotischen Fehlerformeln 


—y, Le 

Le R=4;33 © gb R=2;1 (452) 
und me 4 q =) 

HUR=5;4 © — PR=3;2+ (453) 


Erhéht man die Ordnung der Ausgleichkurve von 1 auf 3 (bzw. 2 auf 4), so multiplizieren 
sich demnach die Restfehler der ersten (bzw. zweiten) Ableitung mit 5/2 (bzw. 7/2). Das ist im 
Vergleich zur genauen Rechnung in Abb. 4 und 5 dargestellt. Ersichtlich liefern die asympto- 
tischen Kurven bereits fiir 41 ~10 Ergebnisse, deren Unterschiede von der strengen Lésung 
nicht mehr von Bedeutung sind. 

Zur Beurteilung der Falschung fiir r=2 benétigen wir gemaB (23,),:(24,) und (25) die Mo- 
mente M,, M; und M,’, die sich nach den Ergebnissen der Abschnitte 3 und 4 in folgender Form 


schreiben lassen: ; 
Sra Sah poe j 
; 1 Syeaos 
M,= +>- Sy). Sg Ss > Mos Sipe Ke x 
Ss Ss Sto ares 
und 
So Sa Se 
M;=—— | S. 5, 5; 
3 
St Sg Sto 


Da die Ermittlung der hier vorkommenden Determinanten ahnlich vor sich geht, wie die 
eingangs ausfithrlich geschilderte Berechnung von D3, so begniigen wir uns mit der Angabe der 
Ergebnisse. Es wird mit (41,) und (42,) schlieBlich , 


Heae5 In 421 
‘ M, & oe Pee 

ESL POPE ES Pe 
, 3-5 n+7 
. 4 

mM, 729 aes (46) 
” 5) 2n+ 19 

M;, ~ — 4 
6 Ul ho weds 


Setzt man diese Ausdriicke in (23,), (24,) und (25) ein, so erhalt man als Falschung der Funktion 
und ihrer ersten beiden Ableitungen beim Ausgleichen mit einer’ Potenzreihe vierten Grades 
fiir groBe n 


es ders an | 2n-+ 21 
ae A RS, eh) Gia 
(or Fon)naass ¥ 7g cTy GY Me (ta 
x SH el n+7 
( O*« Koy) R=433 Ore 7+9 5! acl®) ( )4 Tea ? (47) 
= 5 2 2n+ 19 
KS of eb UREN Liat ELS (6) 4 
(% 4 Hy) R=45 at 6! * (n ) 2n-+ 15 
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_ Die mathematischen Fehler sind also bei festem Bereich B=nr unter sonst gleichen Verhalt- 
_ nissen (nahezu) unabhangig von der Punktzahl n. 

Damit haben wir gezeigt, daB fiir Fehlerfortpflanzung und Falschung auch bei Verwendung 
von Potenzreihen héheren Grades einfache Beziehungen hergeleitet werden kénnen. 

Durch das Ausgleichen soll in erster Linie der Einflu8 des MeBfehlers jv auf die Ergebnisse 
_ herabgedriickt werden. Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt an Hand von Abb. 3 die 
Potenzfunktionen wachsender Ordnung, so sieht man, da eine Herabsetzung von wu auf 0,1 4, 
_d.h. eine Steigerung der urspriinglichen MeBgenauigkeit auf mathematischem Wege um eine 
Zehnerpotenz, praktisch ausgeschlossen ist. Man miiBte dazu je nach der Ordnung der benutzten 
Ausgleichfunktion 

Ne ald, com UNS. (S)" 100,8:295;-) Nw =F) 100 ~ 350 

_ Punkte abschnittsweise zusammenfassen. Das geht sicher weit iiber das tragbare Ma an Rechen- 
_ arbeit hinaus, abgesehen davon, da8 man wohl niemals so viele MeBpunkte zur Verfiigung hat. 
_ Praktisch durchfiihrbar erscheint eine Herabsetzung des physikalischen Fehlers jv auf u/3. Das 
_ erfordert jeweils 


Ngee oy Nee 21. INA HY 32 


- Punkte. Der dazu nétige Aufwand erscheint tragbar. Da er beim linearen Glatten weitaus am 
- geringsten ist, so wird man zunachst versuchen, damit auszukommen. Man kann dabei die mit 
dem geradlinigen Ausgleichen verbundene Falschung der Funktion 


= Lei ltves I 
(Zoe Moe) R=0,1 © | gr Foe (2)? (14+ —} (48) 


_ zunachst ruhig in Kauf nehmen, auch wenn sie entgegen unserer eingangs aufgestellten For- 
derung das Mehrfache des Restfehlers 4 betragt. Man mu8 die Falschung nur nach dem Glatten 
wieder beseitigen, indem man sie an den Werten xX, als Verbesserung anbringt. Ubersteigt der 
_ mathematische Fehler (48) jedoch das zulassige MaB, so wird man von vornherein mit Hilfe einer 
Parabel ausgleichen und gegebenenfalls die dabei entstehende Falschung (31,) 
; fe ; 5 
Goe—Aoe)eaain® — 5-7 gr MDA) (1+ 7) 

im Endergebnis beriicksichtigen. Uber R=2,3 hinauszugehen, ist wegen der wachsenden Rechen- 
arbeit und wegen des ungiinstigen Verhaltens bei der Fehlerfortpflanzung nicht ratsam. Es ist 
aber auch gar nicht notwendig, da die Restfalschung der Funktion beim ,,quadratischen Glatten 
- mit anschlieBender Verbesserung des mathematischen Fehlers‘* (31,) erst von der sechsten 
Ableitung x) der Funktion wesent- 
lich beeinfluBt wird. Diese Ablei- 
tung spielt aber bei Erfahrungs- 
funktionen entweder keine Rolle 
mehr, oder sie 1laBt sich ithber- 
haupt nicht mit _hinreichender 
Sicherheit ermitteln. Bei allen prak- 


tisch vorliegenden Aufgaben wird i al 
man also abschnittweise mit einer Rae te ren Teenie ae 
Ausgleichfunktion vom Grade R=? kn k A+n Punkl_Nr 
auskommen. Dabei bedient man sich +1111 a rt} 
zur Auswertung langer MeBreihen n=#. 


im Falle R=2 des im Abschnitt 8 Abb. 10. Zur Veranschaulichung des Grenziibergangs zu unendlich 
erlauterten Verfahrens. groBer Punktzahl n—>c in einem festen Bereich B=nt. 


10. Grenziibergang zu unendlich grofer Punktzahl n> © fiir R=2. Wir gehen von der 
im Abschnitt 8 gegebenen Gestalt der Lésung aus und setzen dort zur Abkiirzung (Abb. 10) 
Bs Ay a ue - (49,) 


nm m 


y 
ea bzw. Ay 
Aus (32,) und (34) wird dann 


aril ead, +1 
Ap= > IATA ei By. = 2 q kei h. Ch = pa 1? XE yAn. (49,) 


H=—1 H=—1 n=—1 
26* 
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Lassen wir jetzt bei festem Bereich B=nt die Zah! der MeBpunkte unbegrenzt wachsen, so _ 


gilt auf Grund der letzten Gleichungen 
+1 : ara fe 


n—>o n—->oo n—>o 


a4 a a 
Bezeichnen wir in tiblicher Weise die Integrale, denen A,, B, und C, fiir n> 0 zustreben, 
mit 2Jo., 2Ji, und 2J2;, so nimmt die Grenzlésung nach (32,), (37,) und (38,) mit Riicksicht 
auf (39) die Gestalt an 


Re =~ (3 Jon—5 Jon) » 
go tay 
aa B lk > 

15 
= “Bz Fras (—Jox + 3 Jon) ° 
Das sind die bekannten Gleichungen! fiir das Glatten einer nicht durch Einzelpunkte, sondern 
,fortlaufend’* gegebenen Kurve x(t). Die Integrale (49;) muf man im allgemeinen mit Hilfe 


numerischer Niherungsverfahren berechnen, indem man aus der unendlich dichten Punktfolge 
der MeBlinie eine bestimmte endliche Anzahl von Einzelpunkten auswahlt. Es ist infolgedessen 


lim A; = [ xdn=2Jou: lim B, = [uxdn=2Sn- lim C, = fx dn=2 Jon. (495) | 


(494) 


zweckmafiger, von vornherein auf die im Abschnitt 8 gegebene Form der Lésung zuriickzugreifen, 


welche fiir endliche Punktzahlen giltig ist. 


11. Zusammenfassung. Glattet man eine Reihe von fehlerbehafteten MeBwerten x fort- | 


laufend, indem man abschnittsweise durch je 2n+1=N Punkte x,_n, Xk, --- Xkin die ,,beste* 
Gerade, Parabel ... legt, so gelten fiir geniigend groBe Punktzahlen N bei fester Bereichlange 
2B=2nt=konst die folgenden Fehlergesetze. 

a) Bei beliebiger, aber fester Ordnung R der Ausgleichfunktion und veranderlicher Punkt- 
zahl N: Die physikalischen Fehler fp der geglatteten Werte x und fp und fp ihrer Ableitungen x 
und x sind bei unverdnderlicher Bereichlinge 2B in erster Naherung dem Kehrwert 1//N 
der Wurzel aus der Gesamtpunktzahl] N verhialtnisgleich. 

Die mathematischen Fehler fi, fy und fy sind bei fester Bereichlange 2 B nahezu unabhangig 
von der Punktzahl N. 

- b) Bei fester Gesamtpunktzahl N und veranderlicher Ordnung R der Ausgleichfunktion: 
Die physikalischen Fehler fp, fp und fp multiplizieren sich beim Ubergang zu einer Ausgleich- 
funktion anderer Ordnung bei fester Bereichlinge 2. B mit Fakioren, welche in erster Naherung 
von der Punktzahl N unabhiangig sind. 

Die mathematischen Fehler fu, fy und fy, nehmen bei fester Recseniantoe 2B mit steigender 
Ordnung R der Ausgleichfunktion ab. 

Wahrend sich fir RS 3 die genauen Fehlerformeln ohne allzu groBe Mithe aufstellen lassen, 
mu man sich fiir gréBere Werte von R mit der Herleitung asymptotischer Formeln begniigen. 


Obwohl diese Formeln in der Entwicklung nach Potenzen von n nur die ersten beiden Glieder | 


beriicksichtigen, geben sie fiir ,,nicht zu kleine“‘ Punktzahlen N> R eine gute Naherung. 


Da die Ausgleichfunktionen héherer Ordnung den EinfluB des MeBfehlers uw der Ausgangs- | 


werte nur dann in ausreichendem Mafe herabsetzen, wenn man auSerordentlich groBe Punkt- 
zahlen zusammenfafst, so sind sie ,,praktisch unbrauchbar‘*. Im allgemeinen wird man sich mit 
einer Geraden oder einer Parabe! begniigen miissen, wenn der Rechenaufwand nicht ins Un- 


gemessene wachsen soll. Die Beschrankung auf R<2 ist aber kein Nachteil, wenn man beriick- — 
sichtigt, dafs man die dabei entstehenden mathematischen Fehler fy, ... nach dem Glatten | 


wieder beseitigen kann, indem man die »getalechten Werte“‘ um entsprechende Betrige verbessert. 
Fir R=2 wird ein ,,Rekursionsverfahren“‘ angegeben, welches zur fortlaufenden Auswertung 


langer MeBreihen viel geeigneter als der sonst tibliche Weg des Glattens mit Hilfe der Gewichte | 


Ay, A, und A,” ist. 


x 


* Willers, a.a.QO. S$. 254 und 255, Gl. (16) auf S. 254 enthalt einen Druckfehler und heift richtig | 
+1 | 


2Jo= fydt. 
=i 


(Eingegangen am 27. September 1947.) 
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Der zylindrische Schalenstreifen oberhalb der Beulgrenze. 


Von T. E. Schunck in Karlsruhe. 
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1, Einleitung: Stand der Erkenntnis. Um Gewicht zu sparen, werden im Leichtbau die 


_ Blechfelder von Schalenkonstruktionen manchmal iber ihre Knickgrenze fiir Schub oder Druck 
hinaus beansprucht. Man geht dabei mit der Belastung etwa bis zum Fiinffachen der Knicklast. 
Die Schwierigkeit fiir die Berechnung solcher iiberkritisch beanspruchter, ausgebeulter Blech- 
_ felder liegt vor allem darin, da® die Ausbiegungen des Bleches aus seiner urspringlichen Lage 
so gro werden, daf} ihre Quadrate nicht mehr gegen die linearen Glieder der Verformungen ver- 
_nachlassigt werden diirfen. Die Verfahren der tblichen linearisierten Elastizitatstheorie reichen 


somit nicht mehr aus; sie liefern bekanntlich nur die Knicklast und lassen die Amplitude der 
- Ausbeulung unbestimmt. 


4 


Folgendes ist iiber die Berechnung solcher tiberkritisch beanspruchten Bleche bekannt, bei 


_ der vor allem Felder mit ittberwiegender Schubbelastung interessieren, der aber auch eine Normal- 
_ spannung iiberlagert sein kann. 
H. Wagner iiberwand die oben umrissene Schwierigkeit in seiner Theorie des idealen Zug- 
- feldes' damit, daB er fiir groBe Uberschreitung der Knicklast eines auf Schub beanspruchten 
_ Blechfeldes den Biegewiderstand des gefalteten Bleches vernachlassigte. Es bleibt dann im 
_ Blech em einachsiger Spannungszustand mit einer Zugspannung in Richtung der. Falten, die 
_ Hauptspannung ist. Diese Spannung beansprucht die Randversteifungen, an denen das Bleeh- 
feld befestigt ist, auf Biegung und in Richtung ihrer Langsachse. Versuche von Lahde und 

_ Wagner* zeigten, daB die Ergebnisse dieser Theorie des idealen Zugfeldes die Grenzwerte fiir 
das tatsichliche Verhalten des Blechfeldes darstellen, da®B aber insbesondere die Uberspan- 
_ nungen in den Versteifungen auch bei groBer Uberschreitung der Knicklast doch noch betracht- 
lich unter diesen Grenzwerten bleiben. 
Um diese Abweichungen zu vermeiden und einen stetigen Ubergang an der Beulgrenze zu 
erhalten, wurde die Wagnersche Zugfeldtheorie iiber das ,,vollstandige Zugfeld‘‘? zum ,,unvoll- 
_ standigen Zugfeld‘‘* durch H. Schapitz erweitert. Beim vollstandigen Zugfeld wird die zweite 
_Hauptspannung, die Wagner Null setzt, unabhangig von der GréBe der Belastung und vom 
Ort gleich der Knickschubspannung gesetzt; beim unvollstandigen Zugfeld geht diese zweite 
Hauptspannung stetig von der Spannung im Randtrager auf den Wert der Knickschubspannung 
iiber, den sie in der Mitte des Blechfeldes erreicht. Durch geeignete Wah! der Konstanten in der 
im iibrigen willkiirlich angenommenen Ubergangsfunktion kénnen die Ergebnisse der Theorie 


mit 


denen der Versuche zur Ubereinstimmung gebracht werden. 


Wahrend der Zugfeldtheorie ein Zustand zugrunde liegt, der erst bei unendlich groBer Uber- 
schreitung der kritischen Belastung erreicht wird, gehen Marguerre und Trefftz in ihrer Unter- 
_suchung iiber die Tragfahigkeit eines lingsbelasteten Plattenstreifens nach Uberschreiten der 
- Beullast® von der Annahme aus, daB die Beulform im Augenblick des Ausknickens — die Eigen- 
- funktion der linearisierten Theorie — auch nach Uberschreiten der Beullast erhalten bleibt 
und sich nur ihre Amplitude mit wachsender Last andert. Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen 
_ 'Verriickungen 148t sich dann die Tangente an die wirkliche Belastungs-Formanderungs-Kurve 
im kritischen Punkt berechnen. 
In einer spateren Arbeit® erweitert Marguerre fiir den gedriickten, gelenkig gelagerten Platten- 
streifen den Ansatz fiir die Ausbeulordinaten in eine Form, die der experimentell beobachteten 
besser entspricht. In diesem Ansatz werden drei Parameter nach dem Prinzip der virtuellen 
Verriickungen jeweils so bestimmt, daf sie die Formanderungsarbeit zu einem Minimum machen; 

- damit lassen sich auch starkere Veranderungen der Ausbeulform mit der Belastung mathema- 


1 H. Wagner, Jbch. wiss. Ges. fiir Luftfahrt 1928, S. 113 und Z. Flugtechn. Motorluftsch. 20 (1929) S. 200, 
227 129630209, 006- 
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R. Lahde und H. Wagner, Luftfahrtforsch. 13 (1936) S. 262. 

E. Schapitz, Jbch. 1936 Lilienthal-Ges. f. Luftfahrtforsch., S. 94. 

E. Schapitz, Luftfahrtforsch. 14 (1937) S. 129 und Ztschr. V.D.I. 86 (1942) S. 497. 
K. Marguerre und E. Trefftz, Z. angew. Math. Mech. 17 (1937) S. 85. 

K. Marguerre, Luftfahrtforsch. 14 (1937) S. 121. 
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tisch beriicksichtigen. AuBerdem ist in diesem Aufsatz ein kritischer Vergleich mit vorher- 
gehenden Arbeiten von Schnadel!, Cox®, Yamamoto-Kondo® und Timoshenko? iiber die Berechnung 
ausgebeulter Platten enthalten. 

SchlieBlich berechneten Kromm und Marguerre das Verhalten eines von*Schub- und Druck- 
kraften beanspruchten ebenen Plattenstreifens, der gelenkig gelagert ist, oberhalb der Beulgrenze 
fiir die beiden Grenzfalle starrer und verschwindender Querabstiitzung®. Der hierbei angewandte 
Ritz-Ansatz fiir die Normalverschiebung ist gegeniiber den bisherigen Arbeiten insofern wesent- 
lich verbessert, als auBer der Amplitude auch die Wellenlange und die Faltenrichtung als mit 
der Beullast verdnderlich angesetzt werden. Fiir die beiden oben erwahnten Grenzfalle der 
Querabstiitzung wird je ein Nomogramm angegeben, das die gesuchten elastischen GréBen fir 
eine gegebene dufere Belastung zu ermitteln gestattet. 

Die folgenden Untersuchungen sollen nun diese bekannten Rechnungsunterlagen erganzen. 
Hierzu eignet sich vor allem die energetische Methode in der Form, wie sie Marguerre in seiner 
Theorie der gekriimmten Platte groBer Formanderung® benutzt. Sie werde deshalb im nachsten 
Abschnitt kurz dargestellt. Auf dieser Grundlage soll ein gekriimmter, gelenkig gelagerter Streifen 


unter kombinierter Druck- und Schubbeanspruchung in der gleichen Weise durchgerechnet 


werden, wie dies Kromm und Marguerre fir den ebenen Streifen getan haben. 


2. Die Theorie der gekriimmten Platte grofer Formanderung. Marguerre kommt a. a. O. 
auf folgendem Weg zu den Differentialgleichungen fiir das elastische Verhalten schwach ge- 
krimmter Schalen bei groBen Durchbiegungen: Die unverformte Gestalt der Schalenmittel- 
fliche sei in rechtwinkligen Koordinaten x und y durch die 
Funktion W(x,y) — im -Sonderfall des Zylinders durch 
W(y) — gegeben (Abb. 1). Als schwach gekriimmt werde 
eine Schale bezeichnet, fiir welche die Produkte der Ab- 
leitungen von W nach den Koordinaten gegeniiber 1 ver- 
nachlassigbar klein sind. Dann ist es méglich, an Stelle 
der natiirlichen Koordinaten der Schale wie bei einer Platte 
die kartesischen beizubehalten; die schwach gekriimmte 
Schale wird als vorgekriimmte Platte behandelt. 

; Sind e,(v=1, 2, 3) die drei Einheitsvektoren in den 
Wix,y) Achsenrichtungen, so ist ein Punkt der unverformten Schale 
aS aroeaes ani agen ae im Abstand z von der Mittelflache durch den Ortsvektor 


mit Koordinatensystem. es ot Ves + (2 + W) es (2.01) 


gegeben. Unter der Annahme, daf bei der Verbiegung der Schale die zur z-Achse parallelen 
Geraden in den Schnitten x«=const. und y=const. Gerade bleiben und da sie ihren urspriing- 
lichen Winkel mit der Schalenmittelflache beibehalten, geht der Ortsvektor t bei einer Verschie- 
bung der Schalenmittelflache um 


U = Ue, + veg + Wes 3 (2.02) 
in 

: a a 

R= (wtu-z—“\et+(yte zy) eet (2 + W+1) eg (2.03) 


itber. Von den in diesem Ausdruck vorkommenden Groen sollen in Erweiterung der lineari- 
sierten Theorie um einen Schritt von der Ausbiegung w alle Glieder bis zur zweiten Ordnung 
einschlieBlich beibehalten, die héherer Ordnung aber nach wie vor vernachlassigt werden, 
wahrend auch oberhalb der Stabilitatsgrenze die Verschiebungen u und v vorerst so klein bleiben, 
da man wie in der linearisierten Theorie schon die Glieder zweiter Ordnung weglassen darf; 
das Gleiche war bereits oben fiir W vorausgesetzt worden. 

Unter diesen Voraussetzungen erhalt man fiir die Dehnungen ¢% und ¢¥ in den Koordinaten- 


1G. Schnadel, Verh. 3. Int. Kongr. Techn. Mech. Stockholm, Bd. 3, S. 73. 

2 H. L. Cox, ARC Rep. and Mem. Nr. 1554. 

° M. Yamamoto und K. Kondo, Rep. Aeron. Res. Inst. Tokyo Nr. 119. 

4 S. Timoshenko, Theory of elastic stability, S. 390 ff. New York 1936. 

° A. Kromm und K. Marguerre, Luftfahrtforsch. 14 (1937) S. 627. 

° K. Marguerre, Proc. 5th Int. Congr, Appl. Mech. Cambridge, Mass. 1939, S. 93. 
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richtungen, die als Verhaltnis der Langeninderung eines Elements zur urspriinglichen Lange 


dieses Elements definiert sind: 


ax | or | 
eee pee 3 L/dw\?, aWa : 
* a u w Ww is 
fens = : Ee P 
nae | eras pee Borie age (2.04) 
hae 3 
0x | 
aR ox 
- ay yet Oat, de aseNee AR cde a2 w 
& = . ve ee a em i f e 
es dts. Rees, dy oy aye? 2.05) 
ay >| 


und fiir die Gleitung y*, das ist die Abnahme des nahezu rechten Winkels 0 zwischen den Orts- 
vektoren dr/dx und 01/dy, aus 


aR OR 
0% oy 
cos (9—y*) = TaR ITD Z (2.06) 
0% ee 
den Wert 
du dv dw dw OW dw OW dw 0? w 
eae | | | 
Y Oy, 0% Oe Oy ~" Ox OY oy Ox ste oar ae raul 


Die wesentliche Hypothese der Marguerreschen Theorie besteht nun darin, die Form- 
anderungsarbeit A; fiir die gekriimmte Platte in den Invarianten (e% + e} ) und (e% e¥ — } y*?) 
des Verzerrungstensors ebenso anzusetzen, wie sie sich in der Elastizitatstheorie fiir zwei- 
dimensionale Probleme ergibt, das hei®Bt 


Ai -saoy Sf le + ef)*—2(1—») (ef ef —7-)] dx dy de, (2.08) 


wobei E der Elastizitatsmodul und y die Querkontraktionszah] bedeuten und das Integral itber 


die ganze Schale zu erstrecken ist. 


Bezeichnen wir die Dehnungen und die Gleitung fiir die Mittelflache, d.h. fiir z=0, mit 
€x, €y und y und integrieren nach z iiber die als konstant vorausgesetzte Schalenstarke h, so wird 
die Formanderungsenergie, ausgedriickt in den Verzerrungen der Mittelflache und den Durch- 
biegungen, 


Aj = ay [fleet oy? 20-9 (cxey— 1) dx dy + 


Eh? 02 w 02 w \2 aw 0? w d2w \2 
+e I \(SS ah) ze es ay" (sear) |faray. 
Das erste Integral stellt die Dehnungsenergie, das zweite die 
Biegungsenergie dar. Beide sind iiber die Schalenmittelflache zu 
nehmen. _ 
In Anlehnung an das Hookesche Gesetz des ebenen Spannungs- 
zustandes definiert Marguerre nun weiter unter Kinfiihrung des 
Schubmoduls G durch 


E 
Ox = Seer (€x ate V &y) . (2.10) 
E 
Oy POAC (Ey an V Ex) (2.11) 
ey ; Abb. 2. Krafte und Spannungen 
und am verformten Element der Schalen- 
ee Gy (2 12) mittelflache. 


sogenannte ,,schiefe Spannungen‘‘!. Sie entstehen dadurch, das man die am verformten 
Flachenelement (Abb. 2) angreifenden Elementarkrafte {hdy und f,hdx in Komponenten 
oz hdy dR/dx usw. zerlegt. Sie werden also auf die Tangentenvektoren OR/dx und IR/dy, nicht 
etwa auf die Einheitsvektoren in Tangentenrichtung bezogen, und ihre Wirkungslinie ist parallel 


gu den Kanten des deformierten Flachenelements. 


1 Vgl. auch W. Fliigge, Ing.-Arch. 3 (1932) S. 471. 
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Der Unterschied zwischen diesen schiefen und den gebrauchlichen, auf ein rechtwinkliges 
System bezogenen Spannungen ist bei den folgenden Untersuchungen klein, da sowohl der 
Betrag der Tangentenvektoren 0%/dx und d9t/dy wegen der Kleinheit der Dehnungen annahernd 
gleich 1 ist als auch der von ihnen eingeschlossenen Winkel (9—y*) nach den Gleichungen 
(2.06/7) sich bei kleinen Gleitungen nicht viel von einem rechten unterscheidet. Nach den von 
Fliigge! abgeleiteten Umrechnungsformeln kénnen unter diesen Umstinden die schiefen Span- 
nungen als gute Naherung fiir die iblichen Normalspannungen benutzt werden. Dies gilt ins- 
besondere am Rand der Schale, wo die Ausbiegung w verschwindet. Wir wollen im folgenden 


_von dieser Naherung Gebrauch machen. 


Die gesuchten Gleichgewichtsbedingungen erhalt man mit Hilfe des Prinzips der virtuellen 
Verriickungen, wonach im Gleichgewichtszustand 


6(A4: + V)=0 (2.13) 4 


sein muB. Denken wir uns die Randverschiebungen vorgegeben und die Plattenflaiche selbst frei 
von duBeren Lasten, was in den im folgenden zu behandelnden Fallen zutrifft, so verschwindet 
die Variation des Potentials V der auReren Krafte. Die Variation von A; nach u, v und w liefert 
in Verbindung mit den Beziehungen (2.10) bis (2.12) die drei Gleichgewichtsbedingungen 


00» OT 

poe i cane ae ee 2.14) 
0x any 0, ( ) 
OT 00y 2.15 
swe ees (2.15) 


Eh? Ww a2 w ew jz Ww a2 w 
Baw 44 ox ( dx? an se) oy ( ay | a 20 (—— ay a6 aye (2.16) 


Die beiden ersten werden durch Spannungen befriedigt, die sich aus einer Spannungsfunktion © 
gemaB 
07D 


Ox, = Oy 5 (2.17) 
eo 3 
Oy = eRe (2.18) 
a2@ | 
eee aah (2.19). 
ableiten lassen. Die dritte lautet dann 
Eh? eR avWw . vw 07D / PW 02 w CD Ee Wd? 2 : 
12 (1—y?) AAw dy? ( Ox? ae 0x? ( ay? a) aicn eas ore, 
Die Spannungsfunktion muf der Gleichung 
1 d?w \2 dw dw ew ow WwW ow OW ow 
p44e= ( ox a) 0x2 dy? dx dy Ox dy dx? dy? ay? ox (2.21) 


gehorchen. Diese Gleichung erhalt man dadurch, da man in die Beziehungen (2.10) bis (2.12) die 
Spannungen aus (2.17) bis (2.19) und die Dehnungen der Mittelflache [das sind die Ausdriicke 
(2.04/5) und (2.07) mit z=0] einsetzt und dann die Verschiebungen wu und v eliminiert. 


3. Die Grundgleichungen. Die in Ziff.2 dargelegte Theorie erlaubt es, den durch Schub- 
und Normalkrafte belasteten sehr langen Schalenstreifen schwacher Kriimmung zu berechnen. 
Sehr lang sei ein Schalenstreifen dann genannt, wenn die Randbedingungen an den Schmal- 
seiten fiir die Knicklast und die Beulfunktion zu vernachlassigen sind. Dies ist praktisch bei 
nicht allzu grofen Abstinden der mit dem Blech verbundenen Querstiitzen erfillt; in einem 
fiir Druck- und Schubbelastung exakt nachgepriiften Sonderfall? z. B. schon bei einem Seiten- 
verhaltnis des Blechfeldes von 1: 3,3. Fiir einen solchen sehr langen Streifen tritt an Stelle 
der Randbedingungen an den Schmalseiten die Forderung, daB die Lésungen in der Langs- 
richtung periodisch sein miissen, wobei die Periode klein gegeniiber der Lange des Streifens ist. 


1 W. Fliigge, Statik und Dynamik der Schalen, Ziff. 1, 4. Berlin 1934. 
* T. E. Schunck, Ing.-Arch. 4 (1933) S, 405. 


_ spannung erzeugt, und 
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Der zu untersuchende kreiszylindrische Streifen mit dem Kriimmungsradius R und der 
 Blechstarke h (Abb. 3) habe die ,,groBe‘* Lange a in Richtung der Zylinderachse (x-Achse) und 
4 die im Verhaltnis zu R kleine Breite b (R/b mindestens 3 bis 4) in y-Richtung, wobei die y-Achse 
_ die zur x-Richtung senkrechte Tangente an den Zylinder im Mittelpunkt der Schalenmittelflache 
ist. Die Funktion W lautet dafiir 


(3.01) 


Das Feld soll unter 
einer Schubbeanspru- 
chung stehen, die bei - 
_ nicht-eckensteifen Gur- 
~ tenim Blech eine Schub- 


— unter einer Druckkraft 
Pein! x-Richtung, die 
von den Langstragern 
- mit der gesamten Quer- 
- schnittsflache F; und 
dem Blech gemeinsam 
aufgenommen wird. Ist die mittlere Druckspannung des Blechs in x-Richtung p, und im Langs- 


trager pr, so muB 
P, =p, hb+ pF; (3.02) 


Abb. 3. Der untersuchte Schalenstreifen. 


sein. 
Unter dem Einflu® der in der y-Richtung vorhandenen mittleren Blechspannung p, werden 
sich die Laingstrager je nach der Steifigkeit der Querstiitzen mehr oder weniger nahern. Die 


mittlere Annaherung sei ¢,, das heiBt die Verschiebung der Langstrager in y-Richtung + é, 


Um die Zahl der unabhangigen Veranderlichen des Problems zu: vermindern, beschrinken wir 
uns auf die Untersuchung der beiden Grenzfalle: 


Vollkommen nachgiebige Querstiitzen, d.h. p.=0, 
und vollkommen steife Querstiitzen, d.h. e,=0, 


wie dies Kromm und Marguerre in ihrer entsprechenden Untersuchung des ebenen Streifens 
getan haben. Ihr schlieSen wir uns im Rechnungsgang an, um die durch die Kriimmung bedingten 
_ Zusatzglieder klar hervortreten zu lassen. Denn das Ziel soll sein, die Funktionen p,=p, (pr, Tm) 
und y=y(pi,Tm), Welche die genannten Autoren fiir das ebene Blech angegeben haben, fiir ein 
Blech gegebener konstanter Kriimmung aufzustellen, das an biegesteifen Langstragern gelenkig 
gelagert ist. 

DemgemaB machen wir fiir die Ausbiegung den Ritz-Ansatz 


w = f cos +a cos 7 (x—my), (3.03) 
in dem die Amplitude f, die in der x-Richtung gemessene Wellenlange J=Ab und der Falten- 
winkel « = arccotg m Freiwerte sind. Diese werden nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen 
so bestimmt werden, da® die Formanderungsarbeit A; ein Minimum wird. Hierzu muf man vor- 
her die im Energieintegral (2.09) noch vorhandenen Verschiebungen wu und v durch bekannte 
GréBen und w ersetzen. Dies ist auf dem Wege iiber die Spannungsfunktion ® méglich, die bei 
dem angenommenen w die Vertraglichkeitsgleichung (2.21) 


p 2 
AAD = )> se |cos He + cos =™ (x —my) +- aFR cos a cos +(x my)| (3.04) 
erfiillen muf. ; 


Die allgemeine Lésung @ dieser Differentialgleichung setzt sich zusammen aus einem parti- 
kularen Integral der vollstandigen Gleichung 


2 Ike 2 b? 20 
Dp = be LS eae cos . (~—my) + —, cos —> 
Ef? Non SOX 
oeRG Las [x(a m) > —% | (3.05) 


Ef? 
272 R[L+ (A—m)-? 


cos [x0 —m) + He 7. 


‘ 
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und einer Lésung der homogenen Gleichung 


AA Dea (3.06) 


die wir zu 


Oe 3 oe 2 x2 —cgxy + in x periodische Funktionen (3.07) 
ansetzen wollen. Bei diesem Ansatz werden die Konstanten c¢, bis cz; den Mittelwerten Pi P2 
und tm der Spannungen im Blech gleich, wie man durch Differentiieren gemaf den Gleichungen 
(2.17) bis (2.19) bestatigen kann. . 


Den Zusammenhang zwischen diesen Mittelwerten fiir die Spannungen und denen fiir die 


Dehnungen erhilt man aus den Randbedingungen fiir die Verschiebungen u und v in der x- — 
und y-Richtung. Da wir die Lingstrager als biegungssteif angenommen hatten, lauten diese | 


a b b | 
u(x +5)=—aety5 : (3.08) 


Dp e ae =) =F & = : | (8.09) 


Die Verschiebungen selbst erhalt man durch Integration der mit z=0 aus (2.04/5 und 07), 
(2.10 bis 12) und (2.17 bis 19) folgenden Gleichungen 


ul ae ee ay 
Oy 0 x2 0¥ 2\ey Reo 96 5) 

Oo hei 21) BED) AED CII Oe aN e (3.12) 
ay | Om E d%dy  d% dy R dx : 


in die man mit dem Ansatz (3.03) fiir w und der vollstandigen Lisung O=@,+@, der Gleichung 
(3.04) eingeht, zu 


i Te Doser. 
u == [(P1—vp,) » — 201 +9) m y] = SE (a ee a ‘| (3.13) 


+ in x periodische Funktionen, 


1 Al ere 
v =~ (Po—Piy — SE [ (2m) y— $2 (1 — m? =») sin 22%] + 


+ in x penegcus Funktionen. 


: (3.14) 


Geht man hiermit in die Randbedingungen (3.08/9) ein, so erhalt man fiir den gesuchten Zu- 
sammenhang zwischen den Mittelwerten der Spannungen und der Dehnungen: 


« Ee =p,—vp, +k ae ) (3.15) 
Be, =P2—?py + E au (A? +m?) , (3.16) 
Cy = mt G2t® | (3.17) 


Die periodischen Anteile der Lisung ®, der homogenen Gleichung, die sich diesen Mittel- 
werten neben den periodischen Anteilen des Partikularintegrals tiberlagern, sollen dagegen ver- 
nachlassigt werden, wie dies Kromm und Marguerre auch bei dem ebenen Streifen getan haben; 


das heift, wir wollen annehmen, das sich der Randeinflu® nur in einer sehr schmalen, fiir das j 


Verhalten des ganzen Streifens unwesentlichen Zone auswirkt!. 


Mit den Werten (3.13) und (3.14) fiir wu und v und dem Ansaty (3.03) fiir w berechnet sich die: | 


Formanderungsarbeit nach (2.09) zu 
mE f? 1 Morea oe pe 
A= abh| Seed Rae i a te » Ps Pat (1+) tm] + 
4 2h2 if 2 Wi 2 2 E 2 : 
zt |( oa) +454 | vt as 1 =a 
96 (1—v2)b A 2 16 R? | [l+(Atm)ypP " [1+ (—m)? JJ 


(3.18) 


1 Diese Vermutung ware noch durch Vergleich der damit gewonnenen Ergebnisse mit Versuchswerten 
oder solchen aus einer exakten Rechnung zu bestitigen. 
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- Bei der Integration nach x sind dabei von den periodischen Funktionen nur die Mittelwerte bei- 
- behalten, das sich diesen tiberlagernde periodische Glied des unbestimmten Integrals, dessen 
_ relative GréBe vom Verhiltnis der Wellenlinge 1 zum Integrationsintervall a abhangt, aber 
_ vernachlassigt worden, da nach der eingangs gemachten Voraussetzung I< a sein soll; so ist z. B. 
a 


oD, 


i: 9 UK a Le ee a aisha 
2 . [ sin i dx 5 E ae sin ( oh x5 (3.19) 


a 


2 
gesetzt worden. 
Die Formanderungsarbeit ist durch die Gleichung (3.18) in Abhangigkeit von der relativen 
Wellenlange A=I1/b, dem Faltenwinkel arccotg m und der Beulamplitude f sowie den mittleren 
_ Blechspannungen py, p, und tm dargestellt. Fiir gegebene mittlere Blechspannungen nehmen die 
- Freiwerte A, m und f nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen solche Werte an, da das 
: elastische Potential, das unter den hier vorliegenden Voraussetzungen gleich der Formanderungs- 
_ arbeit ist, ein absolutes Minimum wird. Hierzu miissen 0A4,/0A und 0Aj/dm sowie 0A,/0f 
__verschwinden. Die drei daraus folgenden Gleichungen legen die Freiwerte bei gegebenen mitt- 
; leren Spannungen fest. Sie gestatten jedoch nicht, die Freiwerte in expliziter form hinzuschreiben. 
_ Fir die Anwendung lést man sie deshalb nach den Spannungen auf. 
Vorher seien noch folgende Abkiirzungen eingefihrt: 
Die Knicklast des ebenen Streifens unter reinem Langsdruck . 
a nm Eh 
BP 30 =r) 82 


und als dimensionslose, stets positive Kenngréfe fiir die Kriimmung der Schale ein Kriimmungs- 


mah 
7 Ev 3(1—»2) / b\2/ b\2 
he ee a) (=) - (3.20) 
sowie als Kenngrofe fiir die Beulamplitude 
1D) oppepe 3(1—v?) / f \2 
Uae srEr EEE: (eae G21) 


Damit folgt aus den oben genannten Minimalbedingungen: 


Bip re CRE ea of ont nt 378) 


A? (1++-m?)3 414 
Pe ogee | 242 (2m? 123 md) me? m7) ¢ 
2 (L-m?+2.2%) 4 2 fl-+ (+m) (3.22) 
_ 20? (2m?+1?—3 mA) + m® (1+-m*—2/*) | 
, [1+ G—myP i 
Ps is (14-m?+2?)(1+m?—2?)  x(1-+m®—2?) [ eee ao Salty viR 
pt ee (1+m?)? 4 7A I z 5) | [1+ (AL my 1 (l+(A—m)} i? (3.23) 
tm m(L+me+2) om fy ey gga (lt mb+s8) (14 m2) 
pe em 218 | Si ses 272 | eer 
Ye | 2A2(A+m) + m(1+m? i) 2A? (A—m)—m (1+m?—2?) | | (Oe. 
2 [i+ (+m)? [1+ (A—m)?} its 


Diese Werte berechnet man als Funktion der Parameter. 

Bevor wir dies fir den allgemeinen Fall des ausgebeulten Bleches mit einem gegebenen 
Kriimmungsmaf tun werden, wollen wir erst die Werte an der Knickgrenze fiir reinen Schub 
und Axialdruck bestimmen. Hierzu brauchen wir in den Gleichungen (3.22 bis 3.24) nur die Beul- 
amplitude =O zu setzen. 


4. Schubknickung. Im Falle reiner Schubbelastung des Streifens verschwinden an der 
Knickgrenze auch p, und.p,. Die beiden Gleichungen (3.22/23) bestimmen die beiden Frei- 
werte m, und Aj, im kritischen Punkt, womit man die kritische Schubspannung aus der Gleichung 
(3.24) erhalt, in der man F’=0 zu setzen hat. 


410 Schunck: Der zylindrische Schalenstreifen oberhalb der Beulgrenze. Ingenieur-Archiv_ 
nash GORI a ee at Io aces cer aoa a wen ae Ee 


Bei P2=F=0 ist die Gleichung (3.23) sowohl erfiillt, wenn 
nea \ Er : | (4.01) 


pe [1+ (An-++mx)?]? [1+ (An—mx)??? 
oder wenn unabhangig vom Kriimmungsmafs 
A=1+m, (4.02) 
ist. Mit der zuletzt genannten Bedingung vereinfacht sich die Gleichung (3.22) mit py=F=0 zu 
(3-242) (1+ 4) =0, (4.03) 


was wegen x= 0 nur mit Ay =/15 be- 
friedigt werden kann. Knickwellenlange 
und Faltenwinkel (m9 = 0,707) stimmen 
in diesem Fall mit den Werten fiir den 
ebenen Streifen iiberein. Mit ihnen folgt 
fiir die kritische Schubspannung 


oe = 2+ 7/2. (4.04) 
Es mu8 nunmehr gepriift werden, ob 
dies der tiefste Eigenwert ist oder ob der- 
jenige noch tiefer liegt, der zu dem Werte- 
paar (mx, Ax) gehort, das die Gleichungen 
(3.22) und (4.01) befriedigt. Die zasammen- 
gehérigen Werte von mx und /, sind in 
Abb. 4 aufgezeichnet und einige Kriim- 
mungsmafe angeschrieben. Die Kurve 
endet bei dem Paar (mo, Ayo) des ebenen 
Streifens; das  hierzugehérige Kriim- 
mungsma ist %min = 1,335. Fiir kleinere 
Krimmungsmage sind die Gleichungen 
(3.22) und (4.01) mit reellen, positiven 
Werten von mund 4 nicht zu befriedigen. 
Der nur auferst schwach gekrimmte Strei- 
fen knickt also mit dem Faltenwinkel und 
der Wellenlange des ebenen aus, wobei 
sich die Knickspannung aus (4.04) ergibt. 
Uberschreitet das KriimmungsmaB den 
Wert %min, so gehért der niedrigere Eigen- 
wert zu dem Wertepaar (mx, Ax) nach Abb. 4 
und ist damit und mit F=0 aus (3.24) zu 
berechnen. Die so ermittelte kritische 
Schubspannung gibt Abb.5 in Abhangig- 
keit vom Kriimmungsma an. Man be- 
Abb. 4, Zusammengehirige Werte des Faltenwinkels (a), =arceotg ™m,) und mk don ere ee Oe Sc e 
der relativen Wellenlinge A;, ama kritischen Punkt fiir reine Schubknickung Papo ELON TUM MMUNS en ae 
bei Anderung des Kriimmungsmates x. Werte stimmen sehr gut mit den von 

Legett! berechneten iiberein. 


5. Druckknickung. Wahrend der kritische Wert der Schubspannung von der Steifigkeit 
der Querstiitzen unabhangig ist, hangt die axiale Druckspannung, fiir welche die Schale aus- 
knickt, davon ab. Wir wollen zuerst den Grenzfall verschwindender Steifigkeit untersuchen, 


4 


setzen also in den Gleichungen (3.22) bis (3.24) F=0, pp=0 und tm=0. Aus letzterer Bedin gung 


folgt als einziger physikalisch sinnvoller Wert m=0; damit vereinfacht sich (3.23) zu 


; ; A 
(H—1) [Ab +14 x aes One d (5.01) 


1 D. M. A. Legett, Proc. Roy. Soc. Ser. A 908 (1937) S, 62. . 
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a Hieraus folgen wiederum verschiedene Wellenlangen, mit denen der Streifen ausknicken kann, 
3 namlich unabhingig vom Kriimmungsma} Ajo=1 und zwei weitere zueinander reziproke 


3 


= 


5 
ZA 
q 


i 


i ae 43 
Ani,2 = = 4x ae (ae fe (5.02) 


die nur reell sind, wenn,das KriimmungsmaB den Wert xmin = 4 iiberschreitet. Ist dies nicht 

der Fall, ist das Blech also nur sehr schwach gekriimmt, so kann es allein mit der Wellenlange 

Ayg=1 des ebenen Streifens ausknicken, zu der nach (3.22) eine kritische Lingsspannung 
(pix) % 


gehort. 


Ubersteigt das Kriimmungsma die untere Grenze %min = 4, so sind alle drei berechneten 


_ Wellenlangen der Beulfunktion méglich. Zu den beiden zueinander reziproken gehért der gleiche 
- Eigenwert 


4 


_ nicht ausgebeulte Lage instabil ist, 
ist sicher. Welche der beiden zuletzt 


ia 


sich spater bei der Untersuchung 


_ Da8B eine von diesen tatsachlich 
 auftritt und nicht die Wellenlange 


— 


_ die Differentialquotienten 0 pi,/dx 


andere der beiden Grenzfalle, die wir 
_allein untersuchen wollten —, so 
_ miissen wir mit den Bedingungen Lud ie 
EF—0, 2-,=0 und t,=—0 in die. 2 20. 4 60 80 100200 4“00 600 800 1000 


sich fir das Kriimmungsma8 x=10, das unmittelbar oberhalb von “min = 9,98 liegt, 


oN fi (5.04) 


Die Lésung verzweigt sich demnach 
bei diesem Eigenwert nicht nur in 
zwei, sondern in drei Aste. Da® die 


ermittelien Ausbeulformen sich je- 
doch stabil einstellen kann, wird 


des itberkritischen Gebiets ergeben. 


Ao=1, folgt daraus, daB die zu A,» 
gehérige Knickspannung nach (5.03) 
fiir x>4 gréBer als die zu /,,,. nach 
G1. (5.04) gehorige ist. An der Uber- 
gangsstelle x =4 sind nicht nur beide 
Knickspannungen, sondern auch 


gleich. 

Sind die Querstiitzen so steif, daB 
die Langstrager ihren urspriinglichen 
Abstand beibehalten — dies war der 


x 


Hauptgleichungen (3.22) bis (3.24) Abb. 5. Relative kritische Schubspannung (7; /p*) als Funktion des KriimmungsmaBes , 
eingehen. 


Verschwindender Schubspannung entspricht wieder m=0. Der unverdnderliche Abstand — 


der Langstrager verlangt nach (3.16) 


Ee ey eee, (5.05) 


Pp P 
Hiermit folgt aus den Gleichungen (3.22) und (3.23) fiir die Knickwellenlange A; die Bezichung 


(1-+.42)4 [1-22 (1—2 ») | — 4 % Ag (1—AR—2 vAf)=0. (5.06) 


Der hieraus folgende Verlauf der Funktion /j,(~) ist in Abb.6 angegeben. Auch in diesem 
Fall kann eine sehr schwach gebogene Schale (x < %min) nur mit einer Wellenlange ausknicken, 
wahrend eine starker gebogene (% > min) drei Kigenwerte A; besitzt. Zum Beispiel ergeben 


die drei kritischen Wellenlangen 2,=7,76, A,.=0,032 und /,,;=0,608, zu denen nach (3.22) 


ie. 


? 
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2 Fall mit der langen Welle unter 
der Spannung (p,,), ausknicken. Diese 

‘ist erheblich niedriger als im Fall 
weicher Querstiitzen, da bei starren 
Querstiitzen der Querdruck py,=vpyy, 
“die Knickneigung des aufberdem im 


ten Bleches erhéht. Dies macht sich 
besonders bei der groBen Wellenlange 
bemerkbar, da. hierbei die Formande- 
rungsarbeit fiir die Biegung im Schnitt 
y=konst. verhaltnismaBig klein ist. 
Diese niedrige Knickspannung kann 


stiitzen so weit von einander entfernt 
sind, daB sich die lange Beulwelle ge- 
ma unserer Voraussetzung im ersten 
Absatz von Ziff. 3 auch tatsdchlich 
ausbilden kann. 


6. Der iiberkritisch beanspruchte 
Streifen bei verschwindender Steifigkeit 
der Querstiitzen. Die Hauptgleichungen 
fiir das Verhalten des iiberkritisch be- 


O4 
anspruchten Streifens sind bereits in 
02 | roe . Ziff. 3 abgeleitet worden. Bei vollkom- 
; men nachgiebigen Querstiitzen ist 
\Xmin=998 x P.=0. Damit liefert die Gleichung 
0 Grieg TESS a MBSE GAO ee OE NN SAB ae ae Heck, (3.23) die relative Beulamplitude fiir 

Abb. 6. Abhingigkeit der Wellenlange am kritischen Punkt A), vom diesen Grenzfall 
immungsmaS % fiir Druck bei steifen Querstiitzen, 


l+m? Aa Bass 1 

re —* Eee + | 0 
als Funktion des Kriimmungsmaftes, der Wellenlange und des Faltenwinkels. Geht man hiermit 
in die Gleichungen (3.22) und (3.24) fiir p, und Tm ein, so erhalt man fiir die mittlere relative 
Langsdruckspannung 


ae 1+ m?-+-/? 1 m2)? 
P= B= saecpey (I+ mt m? 19) — SEY [441 m9] — mi? + 


F’= > (1+ m)? (1 | m?2 2) 


y ( 224(. +m?) (2 m2 2243 mA) — (1--m2— 22) [+ m2)? 2 mr? J] 
ss 2/2(14 m?) | [1+ (A+-m)?]* as 0:07) 
2AM -- m2) (2 m2-+22—3 mA) — (1-m?— 22) [1+ m2)2-12 m? A] 
f- [1-+-(A—m)*]* 
und fiir die mittlere relative Schubspannung 
ase Orn m ; 
Ee waite [At—(1-+-m2)2 4+ 2(1 4m?) (14+-m?2+3 42)] + 
eR ee Hm? — 18) — 2(L4 me) (Atm) mm (L-tm*—78) + 2 (Im?) (4 -m) (6.03) 
| 2 (14m) [1+ (A+-m)’}? - [1+Q0—m)'? r 
Die mittlere relative Spannung im Lingstrager p, folgt aus 
fee P E R | 
By aoe omeey (6.04) 


wobei ¢€, die mittlere Zusammendriickung des Bleches in der x-Richtung ist, nach (3.15) zu | 


r F eg - 
Pe = Pt “oa (6.05) 


die Spannungen (Pxe)a= 0, 824 p* hee 
(Piz)2 = (Piz) = 2,916 p* gehéren. Der | 


Streifen wird demnach in diesem > 


Schnitt x=konst. bereits vorgekriimm- 


aber nur auftreten, wenn die Quer- — 
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Die mittlere Querzusammenziehung, aus der man die Annaherung der beiden Langstriger erhalt, 


soll entsprechend dem Vorgehen bei den Spannungen auf die zur Knickspannung p* des ebenen 
Streifens gehérige Zusammendriickung 


; pas cate 

4 SE 30-98 ee) 
_ bezogen werden. Sie folgt aus (3.16) zu = 

i ee: , 2 ; 

z Sata: oe? Duar nA) (6.07) 


Der relative Gleitwinkel y’ ergibt sich aus (3.17) zu 


4 fn AY. hint m , 
e ; er ana (i+ »)t-+4—5 F’. (6.08) 
= Pyh 
a - +75) 
5 T'=0 
m7 


‘ | 
+50) al eee! fd i, 


= 
ey 


vert 


—100\-100 inne a 
7 Rik . | 
ah ee 
| prac 
125\ 125 aes —— 
poe " ——— 
SK 16 
| | re 
™~ 
t | 150 | ies 
7 im] y aes 
BL aeons A Bl ieoen at 
-10? 
& 


Abb. 7. Mittlere relative Blechspannung Pp,’ und mittlere relative Querzusammendriickung ¢,/ als Funktion der relativen 
Tragerspannung p,’ bei weichen Querstiitzen; x=10. 


Mit ihm kann man den wirksamen relativen Schubmodul 


I"= oe = 2(1+7) 


Ae (6.09) 
berechnen. 

Diese so fiir verschiedene angenommene Faltenwinkel (m) und Wellenlangen (A) fiir ein be- 
-stimmtes, willkiilich gewahltes, konstantes Kitiimmungsma}s x =10 und die Querkontraktions- 
_ zahl y=0,3 berechneten elastischen GréfSen sind in Abb. 7 bis 9 als Funktion der Spannung im 
_ Langstrager (p;) fiir konstante Schubspannungen (t’) aufgetragen. In der (p;, p;)-Ebene der 
- Abb. 7 sind die Kurven konstanter 4uBerer Druckkraft P, nach (3.02) Gerade, die durch ihren 


_ Abszissenabschnitt 
; Pe 
(Pr)a = ? F, (6.10) 
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Abb. 8. Wirksamer relativer Schubmodul I’ und relative Ausbeulamplitude f/h als Funktion der relativen 
Tragerspannung p,’ bei weichen Querstiitzen; x=10. 


und ihren Ordinatenabschnitt Pp 


(Pie = Sep (6.11) 
festgelegt sind. Der Schnittpunkt einer solchen Geraden mit der zur gegebenen duSeren Schub- 
spannung gehbrigen Kurve pj(p;) liefert die gesuchte mittlere Druckspannung im Blech und 
die zugehérige Tragerspannung. Bei letzterer werden dann auf den zur gegebenen Schubspannung 
gehérigen Kurven der Abb. 7 bis 10 die itbrigen interessierenden elastischen GréBen abgelesen 
oder, wenn die gegebene Schubspannung in den Schaubildern nicht explizit vorkommt, inter- 
poliert. 

Die Grenzen der Diagramme sind erstens die Werte fiir F’ =0, das ist die Knickgrenze fir 
kombinierte Schub- und Axialkraftbelastung, und weiter die zu verschwindender Schubspannung 


0 + 50 +700 +150 


Abb.9, Faltenwinkel (q=arecotg m) und relative Wellenlange 4 als Funktion der relativen 
Tragerspannung p,’ bei weichen Querstiitzen; x=10. 


a 
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Abb. 10. Relative Biegespannung ‘o/ als Funktion der relativen Tragerspannung p,’ bei weichen Querstiitzen; = 10. 


_ gehérigen Werte. Im iibrigen wurden die Diagramme soweit berechnet, da®B alle Werte fiir 
t =16 — das ist etwa die fiinffache Knickschubspannung — noch abgelesen werden koénnen. 
Die eingefiihrten mathematischen Vereinfachungen verlangen etwa folgende Blechabmes- 
_ sungen, die aus der angegebenen dimensionslosen Form der Ergebnisse nicht sofort ersichtlich 
~ sind. 
__Damit sich mindestens eine Vollwelle in der x-Richtung ausbilden kann, muB das Seitenver- 
_ haltnis a/b >5 sein. Liegt a/b zwischen 5 und 3, so diirften die Diagramme nur fiir t’ = 10 
- einigermaBen brauchbare Naherungswerte liefern. Wegen der Vereinfachung (3.19) kénnen 
_ gute Naherungswerte erst bei gréBeren Werten a/b oder kleineren 1’ (etwa t’ <7) erwartet werden. 
_ Die Blechbreite sollte fiir t= 10 mindestens das 1000fache, fiir t’=16 etwa das 1700fache 
der Blechstarke sein. 


grobe Wellenlinge 


Heine Wellenlénge 


0 7 2 3 4 5 6 


Abb.11. Blechspannung p,’ als Funktion der Tragerspannung p;, fiir die beiden Ausbeulformen bei Druckknickung 
und weichen Querstiitzen; «= 10. 


27 
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Um die Beanspruchung des ausgeknickten Bleches beurteilen zu kénnen, mu man auch 


noch die gré®te Biegespannung Omax in den Randfasern bei z = +h/2 kennen, die sich den im | 


Vorstehenden fiir z=0 berechneten Spannungen iiberlagert. Im Rahmen der hier beniitzten 
Naherung unterscheidet sich die Bestimmung dieser Biegespannung nicht von der fiir den 
ebenen Streifen, wie aus den Gleichungen (2.04/5) und (2.07) hervorgeht. Wir kénnen deshalb 
die Formel dafiir von Kromm und Marguerre! ittbernehmen. Sie lautet mit unseren Bezeich- 


nungen 


— fonnat 3 
Ole a as oh [a+ m?+ A2+ (1 m2 + 72)? — 47? J. (6.12) 


Die hierin auf der rechten Seite auftretenden Groen sind aus Abb. 8 und 9 zu entnehmen und 
liefern die in Abb. 10 angegebenen relativen Biegespannungen’®. 

Die Untersuchung des itberkritischen Bereichs beantwortet auch die in Ziff. 5 offen gebliebene 
Frage, ob die Schale bei reinem Axialdruck mit der groBen oder der kleinen Wellenlange aus- 
knickt: 


L pha 


| 
06-6 i 

\ 
05-5 
oy 4 i 

| wz, 
ost Lek 

/ 


oth 7 
(Pin); | | 
| j 
alle ie GLP i i pee al el 
0 (pi), 2 4 6 BEY 1000 ve ea nT ES LIB aR OBL eye EO, 


Abb. 12. Relative Werte der Druckspannungen p,’’, p,/’, der Ausbeulamplitude f/h und der Wellenlinge 2 als Funktion 
der mittleren relativen Traégerspannung p,’’ fiir reine Druckbelastung bei starren Querstiitzen; x = 10. 


Die Formanderungsenergie im Blech ist der Flache unter der p/(p;)-Kurve proportional. Von 
mehreren méglichen Gleichgewichtslagen ist nun diejenige zu erwarten, fiir welche bei gegebener 
Randverschiebung die Formanderungsarbeit am kleinsten ist. Abb. 11 zeigt die Verhaltnisse 


bei dem untersuchten Krimmungsmai x%=10. Von dem niedrigeren Eigenwert p},= \/10 gehen 
die beiden Kurven p;(p;) fiir die beiden Wellenlangen aus. Mit wachsendem p; nehmen beide 
Wellenlangen von ihren zueinander reziproken kritischen Werten A,,; und A, . nach (5.02) aus- 
gehend ab. Die gré®ere Wellenlange kann dabei nux bis zu dem zum hoheren Eigenwert pjj= 3,5 
gehérigen Wert 4,)=1 sinken. Sie erfordert bei gleicher Zusammendriickung — gleicher Trager- 
kraft —.stets die gréfere Blechspannung, die beinahe der zur nicht ausgebeulten Lage gehorigen 
gleichkommt, wahrend die zur kleineren Wellenlange gehérige Blechspannung stets wesentlich 
tiefer liegt, also auch die geringere Formanderungsarbeit erfordert. Da sie sich demnach bei 
der kleinsten Uberschreitung der Knicklast stabil einstellt, ist sie auch die zu erwartende stabile 
Knickwellenlange. 


1 A, Kromm und K. Marguerre, Luftfahrtforsch. 14 (1937) S. 635. 


* Die Genauigkeit der so berechneten Biegespannungen ist gering, worauf mich Herr W. Fliigge freundlicher- 
weise aufmerksam gemacht hat. Sie sind angegeben, damit man im Einzelfall wenigstens abschatzend be- 
urteilen kann, ob eine wesentliche Voraussetzung der Theorie — das Hookesche Gesetz — noch erfiillt ist. 
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7. Der tiberkritisch beanspruchte Streifen mit steifen Querstiitzen. Sind die Querstiitzen so 


 steif, da die Langstrager ihren urspriinglichen Abstand beibehalten, so besteht nach (3.16) 


Yo ere ee 


zwischen den beiden mittleren relativen Blechspannungen p;’=p,/p* und p,’=p,/p* und der 
relativen Beulamplitude F’’ dieses Grenzfalls der Zusammenhang 


E é oD, i FY’ 3 
ae O = Ps — py t 2 (m+ A). (7.01) 
by 
41 a 
DY (nt) Rr dle lange Welle pi (pi) tir die kurze Welle 
40 Sele ea AS t y 
ie 
- 39 * 
Pi}, —-—j----—--—-— po--------+-— fe - --- 4 -------4--- Si, 
i / | 
ZO 
J ‘ Z Ay io 
ZOD 
37 Ba WE As 
te he 
as toe 
hai 
ee Formanderungsarbeit 
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Abb. 13. Ubergang von der langwelligen anf die kurzwellige Beulform bei starren Querstiitzen; % = 10. 


Kine weitere Beziehung zwischen p,’ und F’” folgt aus der Hauptgleichung (3.23) in Verbindung 
mit (6.01) zu ‘, FF’ 
| P= aE 
wobei wir die in Ziff. 6 fix den dort untersuchten Grenzfall gefundenen Grifen F’, p, usw. als 
Zwischenwerte fiir die Rechnung benutzen und in den Gleichungen stehen lassen wollen. Nehmen 
wir als dritte Gleichung die Hauptgleichung (3.22) fiir p,’ hinzu, so wird in Verbindung mit (6.07) 
1's, 
2m? Aa 
1+m2 ] 


(7.02) 


(7.03) 


2 (1+ m2)? (m2. 22) — 22 
27 
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und mit diesem Wert 


Plas (lui 9s (Liat n)S ae nea Clonee mea) | 
Pi = Pi | P2 ( ) 22 (1-+-m?) 9 y (7.04) 
F” = F’ + py (1+ m?’)?. (7.05) 
Die relative Schubspannung erhalt man aus (3.24) und (6.03) zu 
pe ea ae: Lib m(1+m?+2?) | 7.06 
pe) eee (7.09) 
und aus ihr nach (3.17) den relativen Gleitwinkel . | 
” Y any m ’ 
y Sg ee b4—5 Ff", . (7.07) 
womit auch der relative wirksame Schubmodul 
1 tml? _ 9 aa (7.08) © 
{Es ral Teeny ( ; ) 
7, D2 
415 
+10 — -- 
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Abb. 14, Mittlere relative Blechspannungen p,/’ und p,’’ als Funktion der relativen Tragerspannung p,’’ bei starren Querstiitzen 
fiir die kurzwellige Ausbeulform; % = 10. 


festliegt. Die mittlere relative Spannung im Langstrager p,’ folgt wiederum aus der mittleren 
Zusammendriickung ¢, des Blechs und kann auf mehrfache Weise berechnet werden: 


ws wt vt 2 vt , ” 3} it 28 are 1 a 2 IP | 
n= Pt BAe Nt ene Minty cies ah (1+m?) a ue eae ) »| | | 
P A A? (1+ m?) (7.09). 

Di wt ae 2 (1+ m?)? : wae 

1s a oak he TE 2B | 5 


Wir wollen diese Werte bei dem oben gewahlten Kriimmungsmaf x»=10 zuerst fiir ver- 
schwindende Schubspannung untersuchen. In Ziff. 5 war schon festgestellt worden, da®B in diesem | 
Fall die relative Knickspannung (pj;,),= 0,824 wird, zu der eine relative Wellenlange d,,=7,76 
und eine Tragerspannung (p;,),; = (1—v?) (piz)1 = 0,757 gehoéren. Mit wachsender Zusammen- 
driickung ¢, — d.h. steigendem p,’ — sinkt die Wellenlange (vgl. Abb. 12). Sie wird im Punkt S | 
der Abb. 13, in der ein Teilgebiet der Abb. 12 vergréBert dargestellt ist, As = 2,15 bei (pi )s = 3,09 | 
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und (p;’);= 3,14. Die gleiche Tragerspannung (p;’);=3,14 und damit auch die gleiche Zusammen- 
_ driickung in axialer Richtung bei der gleichen Blechspannung (p;’);=3,09 erhalt man aber auch fiir 
_ eine Ausbeulform mit der kurzen Wellenlange 2. = 0,574. Diese geht stetig aus der Knickform 
mit der Wellenlange 1,,=0,608 hervor, zu welcher der Higenwert (p;;,)3= 2,916 bei (p;;,)3= 2,65 
gehort (Punkt K). Die zum gleichen Eigenwert gehirige Knickform mit der Wellenlange 


Abb. 15. Relative Ausbeulamplitude f/h als Funktion der relativen Tragerspannung Pee bei starren Querstiitzen , 
fiir die kurzwellige Ausbeulform; otia=eil Qa me 


Ay. = 9,632, die wir auBerdem in Ziff. 5 gefunden hatten, stellt dagegen das Ende der aus der 
langwelligen Beulform sich stetig entwickelnden Zustande dar. Sie ist instabil. 

Im Zustand S ist nun die Formanderungsarbeit — die Flache zwischen der Abszissenachse 
und der pj’ (p; )-Kurve — fiir die langwellige Beulform noch kleiner als fiir die kurzwellige. Die 
Zustande des Streifens werden also bei weiterer stetiger Zusammendriickung auf der Kurve 
zwischen S und Uj liegen. Dabei sei mit U) derjenige Zustand der langwelligen Ausbeulform 
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Abb. 16. Wirksamer relativer Schubmodul I” als Funktion der relativen Tragerspannung p,/’ bei starren Querstiitzen 5 
4 fiir die kurzwellige Ausbeulform; % = 10. 


bezeichnet, fiir den die Formanderungsarbeiten bei gleicher Zusammendriickung fiir die lang- 
wellige und die kurzwellige Ausbeulform gleich gro sind. Er liegt im vorliegenden Fall bei 
Aw=1,5 und hat die Koordinaten (p;’)u=4,18 und (p;’)ui= 3,87, wahrend zu dem Zustand 
gleicher Forminderungsenergie fiir die kurze Welle Uj, die Blechspannung (pj )uky=3.47 mit 
einer Wellenlange Auxcy=0,542 gehort. Fir p,;’>(p,)u ist die Formanderungsarbeit fiir die 
kurzwellige Beulform die kleinere. 

Bei stetiger Steigerung der Zusammendriickung wird somit bei Vernachlassigung der inneren 


Reibung der Beulzustand bei (p;’), vom Punkt U; auf den Punkt Up, springen, wobei die Blech- 


fs 
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spannung von (p) )ui auf (p;’)uky absinkt. Die geringe zur Uberwindung der Werkstoffdampfung 
bei der Umlagerung notwendige Arbeit wird dadurch aufgebracht, daB die Wellenlange erst 
etwas oberhalb (p;’). wechselt, wo die Formanderungsenergie des langwelligen Ausgangszustandes 
ordBer ist als die des kurzwelligen Endzustandes, so da® die Differenz den Umlagerungsverlust 
decken kann. 

/ Bei stetiger Steigerung der Last dagegen wird der Streifen vom Zustand U; aus unter plotz- 
lichem ,,FlieBen* — d.h. einer Steigerung der Zusammendriickung bei konstanter Kraft — auf 
den Zustand U;, iibergehen, dessen Formanderungsarbeit wesentlich gréBer ist. Die Differenz 
der Forminderungsarbeiten wird dabei durch die von der iuBeren Kraft beim FlieBen geleistete 
Arbeit aufgebracht. Diese ist um den der Flache [Ui Ux, Ux] entsprechenden Betrag gréBer 
als dafiir notwendig ist. Der Uberschu® setzt sich wie bei einer plétzlich aufgebrachten Last 
in Schwingungsenergie um. Oberhalb des Zustands Up ist wieder nur ein Zustand, namlich der 
kurzer Beulwellenlange, méglich. 

Entsprechendes gilt auch fiir vereinigte Druck- und Schubbelastung, solange die letztere 
nur klein ist. Die Méglichkeiten des Ubergangs von der langen zur kurzen Welle erhéhen sich 


—715 —10 —§ 0 #5) +10 +15 +20 #OS +50 


Abb. 17. Faltenwinkel («= arcecotg m) und relative Wellenlinge 2 als Funktion der relativen Tragerspannung Pi” 
‘bei starren Querstiitzen fiir die kurzwellige Ausbeulform; x = 10. 


jedoch, da bei beiden Belastungen entweder die Belastung oder die Formanderung unabhangig 
oder von einander abhangig variabel oder auch zum Teil konstant sein kénnen. Aus diesem 
Grunde und weil der Bereich nur klein ist, in dem die langwellige Beulform méglich ist, sind 
in den Schaubildern 14 bis 18 die elastischen Gréfen, die nach den Gleichungen (7.03) bis 
(7.09) und (6.12) mit y=0,3 berechnet worden sind, nur fiir die kurzwellige Beulform angegeben. 
In unmittelbarer Nahe der Knickgrenze und fiir kleine Schubspannungen (1’’<4) kénnen sich 
davon abweichende Werte einstellen, sofern die Quertrager soweit voneinander entfernt sind, 
daB sich die langwellige Beulform iiberhaupt ausbilden kann. 


Bei der kurzwelligen Beulform erfiillen etwa Seitenverhaltnisse a/b 23 und Blechbreiten 
b/h = 100 die mathematischen Voraussetzungen. 

Der in dieser Ziffew untersuchte Grenzfall starrer Querstiitzen kommt im allgemeinen den 
tatsachlich vorliegenden Verhaltnissen sehr nahe. Wie man zwischen ihm und dem in Ziff. 6 


behandelten Fall weicher Querstiitzen interpolieren kann, haben Kromm und Marguerre! des 
naheren erladutert. 


* A. Kromm und K. Marguerre, Luftfahrtforsch. 14 (1937), S. 638. 
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7) 


8. Zusammenfassung. Oberhalb der Beulgrenze versagt die linearisierte Elastizitatstheorie. 
Man erhalt eine erste Naherung fiir das elastische Verhalten ausgebeulter Bauteile, wenn man 
von den Potenzentwicklungen der Deformationen bei der Aushbiegung die Glieder zweiter Ordnung 
hinzunimmt, wahrend man sich bei den Verschiebungen senkrecht zur Ausbeulrichtung weiter- 


_ hin auf die linearen Glieder beschranken darf. Ferner darf man schwach gekriimmte Schalen als 
_ vorgekriimmte Platten behandeln. 
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Abb. 18. Relative Biegespannung o’ als Funktion der relativen Tragerspannung Py! bei starren Querstiitzen 
fiir die kurzwellige Ausbeulform; x = 10. 


Unter diesen Voraussetzungen wurde mit Hilfe der energetischen Methode in der von Mar- 
guerre angegebenen Form ein sehr langer, schwach gekriimmter Schalenstreifen unter Schub- 
und axialer Druckbelastung untersucht. Fiir ein bestimmtes Kriimmungsmafs wurden Diagramme 
angegeben, aus denen die berechneten elastischen Gréfen fiir die beiden Grenzfalle vollkommen 
nachgiebiger und vollkommen steifer Querstiitzen entnommen werden kénnen. 


(Eingegangen am 6. Oktober 1947.) 
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Eindimensionale stationare Gleichdruckstrémung 
in bewegten Systemen*. 


Von W. Richter in Duisburg. 


1. Einleitung. Es sollen fiir eine ideale Flissigkeit, fiir die das Gesetz des isotropen Druckes 
gilt, die innere Reibung vernachlassigt und die Dichte iiberall konstant angenommen wird, 
eindimensionale stationdre Strémungen untersucht werden. Dabei soll der auf die Flachen- 
einheit bezogene Flissigkeitsdruck p konstant gefordert werden. Die aus dem Grundgesetz der 
Dynamik folgende Eulersche Gleichung werde auf Relativbewegungen angewendet. Die relativen 
und absoluten Bahnkurven, die bei stationdren Bewegungen mit den Stromlinien identisch 


sind, sollen, soweit das mit elementaren Funktionen médglich ist, rechnerisch, in anderen Fallen — 


graphisch bestimmt werden. Die Ergebnisse stehen mit Fragen des Strémungsmaschinenbaues 
in engem Zusammenhang. 


2. Eulersche Gleichung fiir Gleichdruckstrémung bei stationiren Relativbewegungen. Be- 
deuten c den Vektor der Absolutgeschwindigkeit, { den Vektor der auf die Masseneinheit be- 
zogenen duBeren Kraft, 9 die Dichte und p den auf die Flacheneinheit bezogenen Flissigkeits- 
druck, so lautet die vektoriell geschriebene Eulersche Gleichung 

dee mat ; 
Fea {— os grad p. | (1) 
Wird die substantielle Anderung der Absolutgeschwindigkeit c in ihren lokalen und ihren kon- 
vektiven Teil zerlegt 
de oe 


dev erin are 


oc , 
ae 


ee dc dc 
ei at ee 


Cx 


und der Fliissigkeitsdruck p tiberall konstant gefordert, wofiir 


grad p= 0 


wird, so erhalt man aus (1) 
oc 
PENAL c=. 
Ist die Bewegung stationar, also dc/dt=0, so ergibt sich daraus, wenn die Vektorformel 


grad ?=2{¢V- c+[c, rot c]} 
benutzt wird, die Gleichung 
= grad. c*-|-[ret ¢, c= =. (2) 


Es soll nun die Strémung in einem bewegten System bhetrachtet werden. Wenn die ganze 
Bewegung stationar erfolgen soll, so mu die Bewegung des bewegten Systems eine gleich- 
formige Schraubung um eine feste Achse sein, damit u, der Vektor der Fiihrungsgeschwindigkeit, 
itberall und fiir jeden Zeitpunkt von der Zeit unabhangig ist. Es treten dann als praktisch be- 
sonders wichtige Sonderfalle die gleichformige Translation und die gleichférmige Rotation des 
Systems auf. 


Ist v der Vektor der Relativgeschwindigkeit der Bewegung, fiir die das bewegte System als 
ruhend angenommen wird, dann gilt 


cC=b-Fu . (3) 


Erfolgt die Relativbewegung entlang von Profilen, wie sie bei den Schaufeln im Laufrad 


* Diese Arbeit wurde vom Verfasser auf Anregung von F. Schicht (AuBig) im Zusammenhang mit Be- 
rechnungen der Gleichdruckgeblase durchgefiihrt. Sie war schon am 19. Mai 1944 erstmals bei der Schrift- 


leitung eingegangen und fiir das (nicht mehr erschienene) zweite Heft des Bandes XV des Ingenieur-Archivs 
bestimmt gewesen. 
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.von Turbinen und Geblasen vorkommen, so erhalt man nach der Prandtl-Lagallyschen Formel} 
die auf die Masseneinheit wirkende Kraft 


7 


f=[rot O v| : (4) 
Wird (4) innerlich mit dem Vektor » multipliziert, so erhalt man 

: 

| wa ().¢ (5) 


Die Tatsache, daB die Kraft f normal zur Relativgeschwindigkeit » steht, wird zur Konstruktion 
verwendet werden. 


Wegen (3) und (4) erhalt die Gleichung (2) die Form 
> grad ef aa[it, notec |. (6) 


Der Vektor grad c? steht also normal sowohl zu u, dem Vektor der Fithrungsgeschwindigkeit, 
als auch zu rot c, dem Rotor der Absolutgeschwindigkeit. 


3. Bewegung in einer gleichférmig in sich selbst verschobenen Ebene. In einem rechtsgingigen 
_kartesischen Koordinatensystem mit den Achsen x, y und z (Abb. 1), in dem ex, ey und e; die 
mit den Koordinatenachsen gleichgerichteten Einheitsvektoren sind, sei die Relativbewegung 
-aui die (x, y)-Ebene beschrankt. Die Relativgeschwindigkeit sei 


D=Vx Cx Vy ey. 


Dieses System sei einer gleichformigen Translation parallel zur 
(x, y)-Ebene unterworfen. Ohne Einschrinkung der Allgemein- 
_heit werde die konstante Fithrungsgeschwindigkeit in der Rich- 
tung der negativen y-Achse angenommen 


t= wey. (u>0). 


Die dann auch in der (x, y)-Ebene liegende Absolutgeschwin- 
_digkeit sei 


C=Cx lx Cy ey , 


-wobei wegen (3) c:=v. und cy=vy—u ist. Weil c, und cy von rore 

nicht abhangen, ergibt sich 

i” Abb. 1. Bewegung in einer gleichférmig in 
Cy Cy sich selbst verschobenen Ebene. 

rotc= Wa ay Cx—= —W Cx Koordinatensystem mit Einheitsvektoren. 

/ 


als Vektor normal zur (x, y)-Ebene, wobei m die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit hat. 
Deshalb ist 
[u, rot c]l=a=a ex 


ein Vektor, der parallel zur x-Achse liegt, und es ist a=uq@. Wird, was keine Einschrankung 
der Allgemeinheit bedeutet, a positiv vorausgesetzt, so ist auch @ positiv. 

y Fir das Folgende werde a konstant gefordert, dann ist auch w konstant. Gleichung (6) hat 
dann die Form 


Ipaic=y 
; m3 Aiken 
- woraus sich 
ce=2ax+b . (7) 


ergibt. Das Quadrat der Absolutgeschwindigkeit ist also eine lneare Funktion der Abszisse x. 
Die Forderung, da a konstant ist, hat demnach eine gleichférmige Zunahme der absoluten 
_ Bewegungsenergie in der Richtung der Abszissenachse zur Folge, tiber deren Ursache in dieser 
Untersuchung keine Aussagen gemacht werden sollen. 
Gehort zu x«=0 die absolute Hintrittsgeschwindigkeit 


Co=Cx, Cx tly, Cy » 


so erhalt man fiir die Konstante b den Wert c;. 


Aus 
=e +c,=2ax+b 


1 Vel. etwa Wilhelm Miller, Mathematische Strémungslehre, 5S. 212. Berlin 1928. 
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° 


ergeben sich die Differentialgleichungen 


be coe ; | 8a 

Ca ee = ( ) 
und 

dc 0 cy 

Cx dy a Cy dy ( ) 

Nimmt man dazu noch die Differential gleichung 

OL Ce Bee Le) se 8e 

Madan certs Oe Be) 


so folgen fiir die Komponenten cy und cy der Absolutgeschwindigkeit ¢ die linearen partiellen — 
Differentialgleichungen erster Ordnung 


one fey bey ah | 
o |/ etVaxtb-+ty cy + 2ax-+ b-— | Depart (9)7| 
und 
a Ore Vy ON Gy. . 
a ol + 2ax+b+ er. + |) Qt lax + bss =0. (10)5) 
Fir 


liegt eine zur y-Achse parallele Bewegung vor. Aus (8c) folgt dann 


Cy == OM = Oy 
weshalb sich aus 
: c= 2an- b= OR a2 —2a.0 70% 


y 
die Werte 
o=0, ‘rotc=0, t=0, a=0,  c?=e, =b=konst. 
ergeben. Es handelt sich also um eine gleichformige Translation der (x, y)-Ebene parallel zur 
y-Achse. ; 
Fiir 


ty=—@ 42 ax+b=0 
ergibt sich analog eine gleichférmige Translation der (x, y)-Ebene parallel zur x-Achse. 
Wenn 


° 


\ ot 2a6+b=0 


if 
ist, so ist die Differentialgleichung (9) aquivalent dem System 
d cy fe) . ; 
ie Sa CU (9a) 
dy A: ey 
de V—2 + 2a%+6 ; (9b) 


Ist speziell w=0, woraus a=0 und daher c2=b=konst. folgt, so ergibt (9a) fiir die zur | 
y-Achse parallele Kompénente c, der Absolutgeschwindigkeit c einen konstanten Wert; dann 
ist aber auch die zur x-Achse parallele Komponente c, konstant und es liegt eine gleichférmige 
Translation der (x, y)-Ebene mit der konstanten Geschwindigkeit cy vor. 

Fir den allgemeinen Fall m +0 ergibt (9a) die Liésung 

Cy= —oOx+a, 
deren Integrationskonstante fiir x=0 gleich der y-Komponente cy, der absoluten Hintritts-_ 
geschwindigkeit cy : | 
KX = Cy, al 
wird. Die zur y-Achse parallele Koordinate cy der Absolutgeschwindigkeit cist daher eine lineare | 
Funktion der Abszisse x: : 


Cy= ~ Wx Cy, . (10a) | 


Fir die zur x-Achse parallele Komponente cx folgt dann 


co=|/— 0? x? + 2(@ey, + a) x— 22, + b= | — ox? + 20 vy, e+ e,, (10b) | 


worin Uy, die zur y-Achse parallele Komponente der relativen Eintrittsgeschwindigkeit vo ist. | 
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Werden von einem festen Punkt JJ aus die Vektoren c der Absolutgeschwindigkeit abgetragen, 


so erfiillen ihre Endpunkte eine Kurve, die Absoluthodograph H,,; genannt werden soll. Ihre 
Gleichung erhalt man, wenn man aus 


E=c,=|/ w*x* + 2eovy, x-+ cy, 
-und : 


Y= Cy=—WX-+ Cy, 


den Parameter x eliminiert. 


; Es ergibt sich 


Eq u)?= 6 + 2c, ut, (11) 
, also ein Kreis mit dem Mittelpunkt M (0,—u) und dem Halbmesser 


e= e+ 2uc, +u2=, 
wobei Yo die relative Eintrittsgeschwindigkeit bedeutet. Fiir spatere graphische Methoden 
_ mégen die Punkte des Absoluthodographen H,i; mit den entsprechenden Werten des Parameters x 
beziffert werden. : 
Wird (10a) in (9b) eingesetzt, so erhalt man fir die Absolutbahn der Bewegung eine Diffe- _ 


 rentialgleichung, deren Lisung 


1 = = u S Vy, @. x 
: oh BY wx? 4 AIT aa 2! a er ens Sua 
ist. Dabei ist vp die relative Eintrittsgeschwindigkeit. Wird der Koordinatenursprung 0 als An- 
-fangspunkt der Bewegung gewahlt, so bekommt die Integrationskonstante « den Wert 


1 u « Ui, 
a= —— Cy are sin ——, 
BIO AD) Vo 


und die Gleichung der Absolutbahn ist daher 


- Vy 
SSA LCST v% . (12) 


iL u Cy tu 
es | q Bf 
Neate. (cz— Cy.) 4 = | are a 

Den zeitlichen Verlauf der Absolutbewegung erhadlt man aus 
4 ace dx 
comedy 


‘ = \’ wx? + 2 wy, x + Cc, 
in der Form : 
ae [vy, + vg sin w (t—a)] . 


; ; 1 . vy, 
Die Integrationskonstante « hat den Wert «= — arc sin = , 
w V% 
wenn fiir t=0 die Bewegung im Koordinatenursprung be- 


_ginnt. Fihrt man den Winkel ¢, den die relative Eintritts- 
geschwindigkeit v, mit der x-Achse einschlieBt, ein: 


* Vo 
Sin) O) —, > = 
Vo 88 
so erhalt man Ss 
l : 
tea [vy, + v9 sin (wt—¢—)] . (13a) 3 
Analog folgt aus oS 
d : 
Cy= 7; = oD x f+ Cy, = —U— Vp Sin (wt—¢q) ol 
die Lésung 
y= [—v, + % cos (wt—g)|—ut. (13b) 
. Rollt ein Kreis k (Abb. 2) mit dem Halbmesser r, der 
urspriinglich die 7-Achse eines kartesischen Koordinaten- 7 


systems im Koordinatenursprung Q bertthrt hat und = ~ sbb.o: ‘Abrollen des Kreises k auf der -Achse. 
dessen Mittelpunkt auf der positiven Abszissenachse liegt, 
ohne zu gleiten, auf der Ordinatenachse ab, so beschreibt ein mit ihm festvérbundener Punkt P, 


der urspriinglich auf der positiven Abszissenachse im Abstand r+p vom Koordinatenursprung 
lag, eine Zykloide, deren Gleichungen 
f=r+pcosy, y=ry+psiny 


sind, wenn y der Walzungswinkel ist. 


ve aye FS Rie Wet ae ep - 


Shy 
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i TngenicursAschiy " 


Setzt man 


S, vy, ' u 
Se ia Sire eee 
$ (a3) (63) 
Ux, u ( | 
Le TS Taek 2B ae a 2 a 
fa, 0 
ae ee Ok) 
o 
u 
r= —, 
w 


I 
Pe Ow Ve aie 


so erhalt man die Gleichungen (13a) und (13b). Der Ursprung 2 des (£, 7)-Koordinatensystems 


hat die Koordinaten 


Die é-Achse ist mit der x-Achse gleichgerichtet, die 7-Achse ist zur y-Achse parallel, aber ihr — 
entgegengesetzt gerichtet. 
Die Absolutbahn der Bewegung ist also eine Zykloide, die durch den Koordinatenursprung 0 — 
hindurchgeht. 
Geschieht der Eintritt in das bewegte System speziell in der Richtung der positiven x-Achse, | 
dann erhalt man wegen 


Cx, = Cys cy, = 90, Ua Coe, Vy, =U 


x 0 


die Formeln 
c.=—orx? +e, Cy= WP. 


Der Absoluthodograph ist 
4 (nt uta dt utah, 

und die Absolutbahn hat die Gleichung 
win! u Cyt hee 
v== — (¢,— C9) 4 i | are sin pias are sin | : : 


Die 74-Achse (Abb. 2) fallt mit der negativen y-Achse zusammen, was schon daraus folgt, dab 
die Absolutbahn die x-Achse im Koordinatenursprung 0 berithren muf. 


Wird fiir die Gleichung des Absoluthodographen in 
n=—oxt cy, 
fir x der Ausdruck (13a) eingesetzt, so erhalt man 
N= Vp sin (wt—q)—u, 
und fiir die Abszisse ergibt sich 
E= vy cos (wt— ¢—). 

Der Kreis, der als Absoluthodograph Ha»; gefunden wurde, wird demnach gleichférmig durch- 
laufen. Der Betrag der Absolutbeschleunigung ist daher konstant. Weil |rot c|=@ konstant war, 


ergibt sich schon daraus wegen (4), dafs der Absoluthetrag der Relativgeschwindigkeit » konstant 
sein mu}. Auch aus 


c?— (b+ u)?= vb? 4 2ud+ u2= v?— 2uvy 4 w= 
= v?— 2u (cy + u) + u?= v?— 2ucy— uw? = 2ax+e 


erhalt man wegen (10a) 


v?= 5 + 2ucy + u?= v= konst. 


Der Relativhodograph Hye ist daher ein gleichférmig durchlaufener Kreis mit der relativen | 
Kintrittsgeschwindigkeit vy als Halbmesser und dem Pol als Mittelpunkt. 


Aus (3) sowie (10a) und (10b) erhalt man fiir die Komponenten der Relativgeschwindigkeit v | 
Dies | —@®x? + 2avy, x + Opes (14a) | 

Vy=—WX+ vy, . (14b) 

Das oben hergeleitete Ergebnis fiir den Relativhodographen Hye folgt auch aus (14 a) und 


a 


3 


ets Ande 
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(14b), wenn man den Parameter x eliminiert. Auch die Punkte des Relativhodographen Hye 


sollen mit den entsprechenden Werten des Parameters x beziffert werden. 
Fur die Relativbahn ergibt sich aus 


dy vy 


=O % = vy, 
WEES wi Dies 


GER ioe 
V— @? 2? + 2mvy, x + v? 
‘0 


Vy : | 2 Vo ‘ 

Cit ann ns oyie 
Die Integrationskonstante a erhalt den Wert «= —v,,/@, wenn als Ausgangspunkt der Bewegung 
der Koordinatenursprung 0 gewahlt wird. Die Relativbahn ist daher ein Kreis mit dem Mittel- 
punkt M (v,,/@, —vz,/@) und dem Halbmesser o=v,)/w. Geschieht auch hier der Eintritt ins 


pe System in der Richtung der x-Achse, so erhalt man speziell M (u/w, — ¢y/@) und 0=v,/w. 
us 


der Kreis 


d x 
eye ae ; 2 
FRR ce ee Oni 200, ww, 


| ergibt sich der zeitliche Verlauf der Relativbewegung 


1 


ee [vy, + vg sin (w t—o)], (15a) 
wenn fiir t=0 verlangt wird x=y=0. Ebenso folgt aus 
a = Vy x= Vy, 
die Formel 
1 
ye > [Ws %o cos (wt—)]|. (15h) 


Die Relativbahn wird demnach gleichférmig durchlaufen. 


4. Graphische Methode. Obwohl bisher die Ergebnisse in geschlossener Form dargestellt 
werden konnten, soll doch ein graphisches Verfahren angegeben werden, das auch in allgemeineren 
Fallen durchfihrbar bleibt. Der Eintritt ins bewegte System geschehe im Koordinatenursprung 0 
(Abb. 3), so daB sowohl Absolutbahn als auch Relativbahn im Koordinatenursprung 0 beginnen. 
Von einem festen Pol /J aus wird der Vektor cy der absoluten Eintrittsgeschwindigkeit ab- 


_ getragen. Sein Endpunkt sei Aj. Die relative EHintrittsgeschwindigkeit », ist dann als derjenige 


vom Pol IT ausgehende Vektor bestimmbar, zu dem der gegebene Vektor u der Fiihrungs- 
geschwindigkeit addiert den Vektor cy ergibt. Rj sei der Endpunkt des vom Pol JJ aus ab- 
getragenen Vektors v, der relativen Eintrittsgeschwindigkeit. Werden im Koordinatenursprung 0 
die Richtungen c, bzw. v, eingezeichnet,.so erhdlt man dort die Tangenten an die absolute 
bzw. relative Bahn. Da die Absolutheschleunigung wegen (5) zur Relativgeschwindigkeit senk- 
recht steht, zeichnet man durch Aj eine Normale zu vy und erhalt dadurch im Absoluthodo- 
graphen H,»; die Tangente t, in: Aj. Fiir einen kleinen Schritt A x, in der Richtung der Abszissen- 
achse findet man auf den Tangenten an die absolute bzw. relative Bahn die Punkte A, bzw. R,. 
Zu ihrer Abszisse x,=A x, folgt aus (7) der Betrag c, der absoluten Geschwindigkeit c,. Der 
Kreis, dessen Halbmesser der Betrag c, der Absolutgeschwindigkeit c, und dessen Mittelpunkt | 
der Pol J/ ist, schneidet die Tangente t, des Absoluthodographen Ha»; im Punkt A}. Damit 


——>- 

ist c,=// A, die Absolutgeschwindigkeit und daher fiir den Punkt A, die Tangente an die Ab- 
solutbahn gefunden. Weil die Fiihrungsgeschwindigkeit u, die ja stets die dem Pol // gegeniiber- 
liegende Seite des Geschwindigkeitsdreiecks bildet, konstant ist, ist das Viereck Aj A, R, R, 


—> 
ein Parallelogramm. Der Vektor »,=J// R; ist die Relativgeschwindigkeit und ergibt fir den 
Punkt R, die Tangente der Relativbahn. 
Wird so weiter konstruiert, so ergibt jeder weitere Schritt A x, in der Richtung der Abszissen- 
achse auf den Tangenten in den Punkten A;_, bzw. Ri_, an die Absolutbahn bzw. an die Re- 
lativbahn die Punkte A; bzw. R;. Stets werde wegen (5) in A;_, die Tangente t;_, an den Abso- 


luthodographen H.»; normal zur Relativgeschwindigkeit vi_, gezeichnet. Zur Abszisse x1=2 A Xn 
a 

ergibt (7) den Betrag c; der Absolutgeschwindigkeit ¢;, wofiir man auf t;_, den Punkt A; und dazu 

dann den Punkt R; findet. Es sind damit die Richtungen der Tangenten in A; bzw. R; an die 
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Absolutbahn bzw. Relativbahn ermittelt. Werden die Schritte J x; hinreichend klein gewahlt, 
so erhalt man im Streckenzug OA, A,... Ai eine gute Naherung fiir die Absolutbahn, im Strecken-. 


zug OR, Ry... Ri eine gute Naherung fiir die Relativbahn, im Streckenzug A, Ay Ay... Ai eine 
gute Naherung fiir den Absoluthodographen H,,, und im Streckenzug R, R, R,...R; eine gute 
Naherung fiir den Relativhodographen rei. 


5. Beispiel. Das bewegte System werde von der Ordinatenachse und der zu ihr im Abstand 
t=0,12 m parallelen Geraden begrenzt. Die zu x=0 gehérige absolute Eintrittsgeschwindigkeit 
sei ¢y=2,16 m/s. Der Eintritt ins bewegte System geschehe in der Richtung der Abszissen- 
achse, daher ist c,,=2,16 m/s und c,,=0. Die Fiihrungsgeschwindigkeit sei u=4,19 m/s und 
habe die Richtung der negativen Ordinatenachse. Daher ist die relative Eintrittsgeschwindigkeit 


vy bestimmt durch v,,=2,16 m/s und vy,=4,19 m/s, und es ist vo= \u2, + 02, =4,71 m/s. Fir | 


x=t sei der Betrag c der absoluten Austrittsgeschwindigkeit co gegeben c.=4,52 m/s. 


 Relativbahn 


Absolutbahn 


J 
3m/s 


1 
0 7 2 


Abb. 3. Hodographen und Bahnkurven fiir eine Gleichdruckstrémung in einer gleichférmig in sich selbst verschobenen Ebene. 


Aus (7) erhalt man wegen c;=2at-+ ¢ fiir t=0,12 m den Wert der Konstanten a=65,69 m/s2, 
und es ist wegen a=uq@ der Wert der Konstanten m=15,68 s-1. Die oben hergeleiteten Formeln 
ergeben fiir die Komponenten cx und cy der absoluten Geschwindigkeit ¢ und fiir die Ordinaten y 


der Absolutbahn die Werte 


RIM ON eG cy v x Cx | ey y 
(m) (m/s) (m/s) (m) (m) (m/s) (m/s) (m) 
0,00 2,16 0,000 — 0,0000 0,07 3,56 — 1,098 — 0,0125 
0,01 2,44 —0,157 — 0,0005 0,08 3,69 — 1,254 — 0,0158 
0,02 2,68 — 0,314 — 0,0015 0,09 3,81 —1,411 — 0,0194 
0.03 2,90 — 0,471 — 0,0029 0,10 3,92 — 1,568 — 0,0232 
0,04 3,09 — 0,627 — 0,0047 0,11 4.,02 1,725 — 0,0274 
0,05 3,26 — 0,784 — 0,0062 0,12 4,11 — 1,882 — 0,0318 
0,06 3,42 — 0,941 — 0,0096 


In Abb. 3 sind Hodograph und Bahn fiir die Absolutbewegung und fiir die Relativbewegung 
dargestellt. Der Abb. 3, die die graphische Methode veranschaulicht, wurden dieselben Zahler- 


werte wie in dem angegebenen Beispiel zugrunde gelegt. Das Ergebnis wird genauer, wenn 


4 
- 
y 
fe 


ri 


Die Relativgeschwindigkeit sei 


Dieses System sei einer gleichférmigen Ro- 
_ tation um die Drehachse z unterworfen. Die 


in dem der Winkel @ gezadhlt wurde, mit 


_ jeden Punkt in E ist daher die Fithrungs- 
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im Intervall A x; die Absolutbahn bzw. die Relativbahn nicht durch eine Strecke, die die Rich- 


tung ¢i_, baw. v;_, hat, ersetzt wird, sondern dafiir eine mittlere Richtung zwischen Ci_y und ¢; 
bzw. zwischen v;_, und »; gewahlt wird. Die Ergebnisse wurden dafiir in Abb. 3 punktiert eir- 
gezeichnet. Obwoh] die Schrittlinge ziemlich groB gewahlt wurde (es war durchwegs A x;=1 cm), 
so ist doch der Unterschied der graphisch erhaltenen Endordinaten gegeniiber den genau er- 
rechneten sowohl bei der Absoluthahn als auch bei der Relativbahn geringer als 1 mm, was 
einem Fehler von weniger als 2% entspricht. 


6. Bewegung in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. In einer Ebene E (Abb. 4) 
seien die Punkte durch ihre Polarkoordinaten r>0 und 0<py< 360° festgelegt. Die im Pol 0 
zur Ebene E normale z-Achse sei so orientiert, da® sie mit dem Sinn, in dem der Winkel y gezahlt 

_wird, eine Rechtsschraubung festlegt. Die drei Einheitsvektoren ¢,, eg und cs, die in jedem 
Punkt beginnend in Richtung von r, normal 
zu rin Richtung der Zihlung des Winkels @ 
und parallel zu z gezeichnet werden kénnen, 
bilden dann ein Rechtssystem. Die Relativ- 
bewegung sei auf die Ebene E beschrankt. 


D=, €y + Vu ey. 


Drehung geschehe entgegengesetzt dem Sinn, 


_ der konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Fiir 


geschwindigkeit 


Abb. 4. Bewegung in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. 


— Koordinatensystem mit Einheitsvektoren. 


t= Ue, = —T We, (w> 0). 


Es liegt dann auch die Absolutgeschwindigkeit c=c,e,+c.¢e, in der Ebene E, und es ist wegen 
(3) ¢ =v und ¢,=v.—rw. Weil ¢ und c, von z nicht abhangen, ergibt sich 


As eee) (coca o 
age ast or Py eee * 


als Vektor normal zur Ebene E, wobei wm die Dimension einer Geschwindigkeit hat. Es ist daher 


[u, rot c]l =a—=ae, ein Vektor, der die Richtung des Fahrstrahls r hat, und es ist 


jaj=u 2 =w fol. 


_ Wird, was keine Einschrankung der Allgemeinhcit bedeutet, a positiv vorausgesetzt, so ist auch 


@ positiv. 


Fiir das Folgende werde a konstant gefordert, dann ist auch @ konstant. Gleichung (6) 
hat dann die Form 


Mad Coty 
ogre 
woraus sich 
c?=2ar+b (16) 


ergibt. Das Quadrat der Absolutgeschwindigkeit ist also eine lineare Funktion des Fahrstrahls r. 
Die Forderung, da® a konstant ist, hat demnach eine gleichformige Zunahme der Bewegungs- 
energie in der Richtung des Fahrstrahls zur Folge. 

Gehort zu r=r, die absolute Eintrittsgeschwindigkeit 


Co= Cr, Cy or Cu, Ce » 
so erhalt man fiir die Integrationskonstante b den Wert 


b= &— 2arg=Q— 2rpww= co— 2uyw. 
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Aus : 
e=cetc’=2ar+b 


ergeben sich die Differentialgleichungen 


0 C; 0 Cu it, 17a 
Cr ae + Cy vc =a ( ) 
und | 
0 Cr 0 Cu ae 17b 
Coa alde saan ce ( ) 
Nimmt man dazu noch die Differentialgleichung 
0 Cr 0 Cy Fs: We 
0p z or Cui? ( ) 
dic man aus 
; 1 /d (req) af e diy OR, 
Baas r ( or ies? rh 


erhalt, so folgen fiir die Komponenten c, und ¢, der Absolutgeschwindigkeit c die linearen par-_ 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


=0 (1s) 


: ‘ dC, 
(cu + @) ce, +2ar+b4 r|/ Ceduna es 
und 
ut = 0 Cy lie : ——9¢; 
oe sal e+ Jar b+ Cray ed e+2ar- biracane (19) 
Fiir | 


cr = |/ e+2ar+b=0 


liegt eine Bewegung auf einem Kreis, dessen Mittelpunkt der Koordinatenursprung 0 ist, vor. 
Aus (17c) folgt 


= Oe 
Tr 

weshalb sich aus 

a ome) 

e&=2ar+b=——2 L @? 

| ae tr 

die Werte 
a. =O; dh. ic, = b =konst, 

und 


i) =O UM a) 


ergeben. Es findet also keine Absolutbewegung statt, sondern im Absolutsystem liegt Ruhe vox. 
Fiir 


cu = |/ et2ar+b=0 


liegt eine geradlinige Bewegung auf den durch den Koordinatenursprung 0 gehenden Geraden | 
vor. Aus (17c) folgt o=0,d.h.a=0. Die Bewegung ist daher gleichférmig mit der Geschwindig- 
keit, die sich aus c) = b ergibt. Wenn 


aes 2ar+b+0 


ist, so ist die Differentialgleichung (18) aquivalent dem System 


d Cy Caen 
lie > Tae (18a) 
dT, rV—c2 + 2ar+b 
ie ao (18 b) | 
Die Lésung von (18a) ist t 
' (04 | 
Pi Shee TER Rae ES (19 a) | 

deren Integrationskonstante fiir r=r, sich in der Form 
Kg = To (€u, + @) 

ergibt. Fiir c, folgt dann 

OL 2 ia 
= |/2ar+b—(%-o) (19) 
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~Wird (19a) in (18b) eingesetzt, so erhalt man 
‘ (ome TO) Cros | 
rV 2ar8+ br — (x —roy ; 


__ Fir a+0 und « +0 liegt daher ein elliptisches Integral vor, und es wird zur Bestimmung 
der Absolutbahn eine graphische Methode erwiinscht sein. 


Wegen (3) kann die Relativgeschwindigkeit » bestimmt werden aus 
i c® = (bu)? = b?4+2up4+ uw? = b2?@—Qrwv,+r?w? = 2ar+b. 
—Wegen (19a) erhalt man | 
q b? = 2Zar+b+4 2rw(cutrw)—r?w? = 2ar+b+r?w?- 2rw (= o) 
= ¢—2u,o+r?w?t2w Ty (Cu, +) 


= 1? wt oh 2 ug Cu, - 


(20) 


F dy = 


i \ 


Es ist also 
im : p2—u? = p?—u? = konst. (21) 
Geschieht der Eintritt ins bewegte System in der Richtung des Fahrstrahls, so ist speziell 
yp? —ut=c, 


Aus (3) und (19a, b) erhalt man fiir die Komponenten der Relativgeschwindigkeit » 


a A 

Sea |/2ar+5— (=-0) , (22a) 
q i Sea 

q : Vu = Cutrw=rw- 0) (22b) 
Fir die Relativbahn folgt aus 

P dr rv, 

die Gleichung 

a r?w—-ro+e 


- dg= ar. 23 
4 R r V 2ar? + br? — («—ro)? ( ) 
Wieder tritt fiir a+0 und a+0 ein elliptisches Integral auf, und es wird sich auch fiir die Be- 


timmung der Relativbahn eine graphische Methode empfehlen. 


In einem Sonderfall erhalt man besonders einfache Ergebnisse. Ist namlich speziell w= Cutis 
-so verschwindet in (19a) die Integrationskonstante ~, und es ist dann cu=—w=c,,, also kon- 
stant. Gleichung (19b) geht iiber in ¢,= | 2ar+b—o? = | 2arf+b—2. Die Differential- 
-gleichung, die aus (20) folgt, 


d Ori Chie 
4 ? 1 /2ar+b—c?2, ; 
hat dann die Lésung 
Se) See, Vo 
oo! ar+6—)V(ar+6)6 Oss 
Zl Aar 


wobei 6=b—c2, gesetzt wurde. Die Integrationskonstante A erhalt man fiir die Anfangswerte 
-g=0 und r=ry zu rs 
art 6— Var, + 6)6 


arge 


A = 


¢ Ist auBerdem speziell 6= b—ci,, = 0, so ist ¢, = \/2 ar, und aus (20) folgt die Differentialgleichung 
: Cu, dr ss 
cdg = —, deren Lésung 

rV2ar 


4 Dic ak 1 
f ; 2=\23 Gee) 


“far die Anfangsbedingung y=0 und r=r, die Gleichung der Absoluthahn darstellt. Fiir die 


‘Relativbahn erhalt man, wenn wieder speziell w = —c,, ist, 
4 eziell : ie 
and Var soo. - oe V2ary6) 
Bar 


28 


ay 
{ 


' jenige vom Pol /7 ausgehende Vektor bestimmbar, zu dem der zum Punkt A, gehérige Vektor 
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4 ‘ 
i 2 


mit der Integrationskonstanten 
T pee 
WIE wOSe We COE 
ary +6— V(2arg+ 0) 6 a 2ar, 


ary 


B= 


fir p=0 und r=ry als Anfangsbedingungen. Ist wieder speziell 6=0, so ist 


wr — Cuy W Cuy WT — Cuy - 
SE = Oa 


Va. sree Vro 


die Gleichung der Relativbahn fir g=0 und r=ry als Anfangsbedingungen. 


7. Graphische Methode. Die Komponenten c, und c, der Absolutgeschwindigkeit c bestimmen 
die Richtung der Absolutgeschwindigkeit ¢ gegeniiber dem jeweiligen Fahrstrahlf r. Da sich > 
die Richtung des Fahrstrahls r aber beim Durchlaufen der Absolutbahn von Punkt zu Punkt | 
andert, ist die Richtung der Absolutgeschwindigkeit selbst ohne Kenntnis der Absolutbahn — 
durch die Komponenten ¢, und ¢, nicht gegeben. Dasselbe gilt fiir die Relativgeschwindigkeit v._ 


Abb. 5. Bahnkurven fiir eine Gleichdruckstrémung in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. 


Die Bestimmung der Hodographen fiir die Absolutbewegung und die Relativbewegung ist da- 
her unabhangig von der Ermittlung der absoluten und der relativen Bahn nicht méglich. Es. 
muB also gleichzeitig an den Bahnkurven und an den Hodographen gezeichnet werden. | 

Der Eintritt ins bewegte System geschehe im Punkt A,= Ry, der durch die Koordinaten 
(y=0 und r=r,y bestimmt ist (Abb. 5), so da8 sowohl Absolutbahn als auch Relativbahn dort. 
beginnen. Von einem festen Pol // aus wird der Vektor cy der absoluten Eintrittsgeschwindigkeit 
abgetragen. Sein Endpunkt sei A}. Die relative Eintrittsgeschwindigkeit », ist dann als der- 


Ug=—r,we, der Fithrungsgeschwindigkeit, der normal zu OA), steht, addiert den Vektor Co. 
ergibt. Rj sei der Endpunkt des vom Pol JJ aus abgetragenen Vektors », der relativen Eintritts-_ 
geschwindigkeit. Werden in Ay bzw. Ry die Richtungen cy bzw. v, eingezeichnet, so erhalt man. 
dort die Tangenten an die absolute bzw. relative Bahn. Da die Absolutheschleunigung wegen (5) 
zur Relativgeschwindigkeit senkrecht steht, zeichnet man durch A; eine Normale zu dg und} 
erhalt damit im Absoluthodographen Hap; die Tangente t, in A}. Fiir einen kleinen Zuwachs Ar, 
des Radius r, findet man auf den Tangenten an die absolute bzw. relative Bahn die Punkte A, 


bzw. R,. Der Punkt A, kann noch verbessert werden. Zu r= eee erhalt man aus (16) einen 


Wert 9c;. Der Kreis, dessen Halbmesser der Betrag yc, der Absolutgeschwindigkeit of, und: 
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dessen Mittelpunkt der Pol JI ist, schneidet die Tangente t, des ANgoluchodoerohen Hays im 
_ Punkt 94). Wird die Richtung des Vektors 9c,=//, A; vom Punkt Ay aus abgetragen, so erhalt 


-man auf dem Kreis, dessen Mittelpunkt der Koordinatenursprung 0 und dessen Radius 
1%=1)+Ar, ist, den verbesserten Punkt Aj. 


Auf der Tangente A, A, an die Absolutbahn liegt der zum Fahrstrahl eee gehoérige 


Punkt )4,. Im Punkt ,4; des Absoluthodographen Hap; endet der Vektor der Fiihrungsgeschwin- 
digkeit gu, = — (ro+ oe : 


) we, der normal zu O, A, gezeichnet werden muf. Sein Anfangspunkt 


: —— 

~ ok, bestimmt den Vektor 9v,=J/7, Ri der Relativgeschwindigkeit. Auf der in Ry gezeichneten 

_ Tangente an die Relativbahn liegt der dem Punkt ,4, der Absolutbahn entsprechende Punkt 

_ o,. Wird nun das Koordinatensystem um den Ursprung 0 so lange gedreht, bis dieser Punkt )R, 

_ in die frithere Lage des Punktes 54, kommt, dann liefert die von der neuen Lage des Punktes R, 

_ ausgehende parallel zum Vektor 90, gezeichnete Gerade den verbesserten Punkt R,. Das Ko- 

_ ordinatensystem, in dem der Hodograph eingezeichnet wird, macht dabei die Drehung nicht 

mit. Die Verbesserung des Punktes R, kann eventuell noch mehrmals wiederholt werden. 

5 M1 

So wird schrittweise weiter konstruiert. Auf dem Kreis mit dem Halbmesser r;_1 =fo+ > Air 
n=1 

und dem Koordinatenursprung 0 als Mittelpunkt seien die Punkte A;_, bzw. Ri_, der Absolutbahn 

bzw. der Relativbahn bereits bestimmt worden. Im Absoluthodographen Habs gehire dazu der 


se Ea 

- Punkt 4;_,. Durch Ai_, wird parallel zum Vektor ¢;_,=JJ Aj_, die Tangente an die Absolutbahn 
gezeichnet. Auf ihr findet man fiir einen kleinen Zuwachs A r; des Fahrstrahls r;_, den Punkt A; der 
_ Absolutbahn. Normal zu O 4;_, wird im Punkt A;_, des Absoluthodographen Hap; die zugehérige 
Fihrungsgeschwindigkeit uj_;=—rj_, weg eingezeichnet, deren Anfangspunkt R;_, ist. Zu 
_ JIR;_, normal steht wegen (5) die Absolutbeschleunigung, d.h. die Tangente t;_, an den Ab- 
soluthodographen Hp; im Punkte A;_,. Soll der Punkt A; der Absolutbahn verbessert werden, 


; : An; Riera 
- so bestimmt man zu r=r;_,+~—,~ aus (16) den Wert ;_,c:. Der Kreis, dessen Halbmesser der 
Betrag ;_,¢; der Absolutgeschwindigkeit ;_,¢;, und dessen Mittelpunkt der Pol // ist, schneidet 


die Tangente t;_, des Absoluthodographen Hap, im Punkt ;_,A;. Wird die Richtung des Vektors 


ce 

3-10 =J7;_, A; vom Punkt A;_, aus abgetragen, so erhalt man auf dem Kreis, dessen Mittelpunkt 
_ der Koordinatenursprung 0 und dessen Halbmesser r;=1;_;+Ar; ist, den verbesserten Punkt 4,. 
Auf der Tangente A;_,A; an die Absolutbahn liegt der zum Fahrstrahl r=r,_,+ nee ge- 
horige Punkt ;_,4;. Im Punkt ;_,A4; des Absoluthodographen Hz; endet der Vektor der Fiih- 


sah as ; Ar; aia ! 
rungsgeschwindigk:it ;_,u;= (rin f- Z| wes, der normal zu O;_, A; gezeichnet werden muf. 


ied 
Sein Anfangspunkt ;_,R; bestimmt den Vektor ;_,0,;=J//;_, R; der Relativgeschwindigkeit. Wird 
das Koordinatensystem um seinen Ursprung 0 solange gedreht, bis der Punkt R;_, dorthin 
kommt, wo der Punkt A,;_,; vor der Drehung lag, so kann man parallel zum Vektor v;_, die 
_ Tangente an die Relativbahn im Punkt R;_, zeichnen und erhdlt auf ibr fiir r=r;_,+Ar; den 
a der 
- Punkt ;_,R;. Wird das Koordinatensystem um seinen Ursprung 0 so lange gedreht, bis der Punkt 
_;-1R; dorthin kommt, wo vor der Drehung der Punkt ;_,A; lag, so kann parallel zum Vektor 
 ;-10; durch den Punkt R;_, die verbesserte Tangente an die Relativbahn gezeichnet werden, 
auf der fiir r=r;_,+Ar; der verbesserte Punkt R; liegt. Die Verbesserung des Punktes R; kann 
~ eventuell noch mehrmals wiederholt werden. 
Werden die Schritte Ar; hinreichend klein gewahlt, so erhalt man im Streckenzug A), A,, 

- A,,...A; eine gute Naherung fiir die Absolutbahn, im Streckenzug Ro, R,, Rz,....R; eine gute 
Naherung fiir die Relativbahn, im Streckenzug Aj, A;,4;,...4; eine gute Naherung fiir den 

Absoluthodographen Hays, wahrend der Streckenzug Rj, R,, Ry,... Rj, nicht den Relativhodo- 
- graphen annahert. 
Unbequem ist an dem entwickelten Verfahren die Tatsache, daB das Koordinatensystem zur 
‘Bestimmung der Relativbahn stets um seinen Ursprung 0 gedreht werden mu. Deshalb soll 
noch ein anderes graphisches Verfahren angegeben werden. 


Punkt Re Dieser Punkt R; kann verbessert werden. Auf RAR: liegt. fix r=r;_3-- 


28* 


, 
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Werden in einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Abb. 6) cu als Abszisse und ¢, als Or- 
dinate eines Punktes aufgefaBt, so ist mit r als Parameter (19a und 19b) die Parameterdarstellung 
einer Kurve dritter Ordnung, deren Gleichung 


(£24.77) (n+@) +7 (2U9@—c5) = w (v)—us) (24) 
ist. Die Kurve soll als absolute Normkurve Nap; bezeichnet werden. Im Sonderfall OG 


; SEEN ES ‘ 
artet die absolute Normkurve Nap; in eine zur Abszissenachse parallele Gerade aus. 
Werden im selben Koordinatensystem v, als Abszisse und 1, als Ordinate eines Punktes 


aufgefaBt, so ist mit r als Parameter (22a und 22b) die Parameterdarstellung einer Kurve vierter _ 


Orda deren Gleichung 
(€2-+. 42 —v5+-us) (n+)? = [£2+-?—v} + up uy (w+«,,)]? 


ist. Diese Kurve soll als relative Normkurve Nye bezeichnet werden. Im Sonderfall w=—c,, — 


artet die relative Normkurve Nye in eine Parabel : 


3 eno we a mis ea) 


m/s He Cuy 
aus, deren Achse die Ordinatenachse ist. 


Normkurven kann stets von den Beziehungen (17) 
bzw. (21) Gebrauch gemacht werden. 


Zur Bestimmung der absoluten und der rela- 
tiven Bahn kann mit Vorteil ein Gerat ver- | 
wendet werden, das auf einer festen Platte ein | 


rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ur- 
sprung 0 tragt. Dariiber ist drehbar um 0 eine 
durchsichtige Scheibe befestigt, auf der ein Polar- 


Gerat verwendet man beim Moltschanoffschen 
Verfahren zur Auswertung der Héhenwindmessung 
mittels Pilotballon in der Meteorologie. 

Im Koordinatensystem auf der festen Platte 
werden die Normkurven Naps und Nrei gezeich- 
net. Der Anfangspunkt A)= Ry (r=ry, p=0) wird 
im Koordinatensystem oe qe: drehbaren durch- 
sichtigen Scheibe eingezeichnet. Die Scheibe wird 
. nun so gedreht, da der Punkt 4,=R, auf die 
Abb: 6 Absobute and telative Normburvefiireue Glechdmeko). (Absvicsenachee deriesten © latte an ses elie (nina 
strémung in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. 

Die Gerade vom Koordinatenursprung zu dem 
mit r=r, bezifferten Punkt der absoluten (relativen) Normkurve Naps (Nret) bestimmt die 
Richtung der Tangente in A)(Ro) an die absolute (relative) Bahn. Auf ihr liegt fiir r,=r,+Ar, 
der Punkt A,(R,) der absoluten (relativen) Bahn. Wird die Scheibe so gedreht, dafB der Punkt 


2 


A,(R,) auf die Abszissenachse der festen Platte zu liegen kommt, so bestimmt die Gerade vom | 


Koordinatenursprung zu dem mit r;=ry+Ar, bezifferten Punkt der absoluten (relativen) Norm- 
kurve Naps (Nret) die Richtung der Tangente in A,(R,) an die absolute (relative) Bahn. So 


fortschreitend, erhalt man fiir hinreichend kleine Schritte Ar; im Sean Ay, Ay,Ao, «04 Abel 
eine gute Naherung fiir die Absolutbahn und im Streckenzug Ro, Ry, Ry,...R; eine gute Naherung 


fiir die Relativbahn. 

Wenn tiberhaupt ohne bewegliches Koordinatensystem gearbeitet werden soll, so empfiehlt 
sich folgendes Verfahren (Abb. 7). Die absolute Normkurve Nap; wird gezeichnet. Die durch ihre 
mit r bezifferten Punkte gehenden konzentrischen Kreise, deren Mittelpunkt der Koordinaten- 
ursprung // ist, bilden eine Schar und werden mit den jeweiligen Werten des Parameters r 


beziffert. Durch Drehung der absoluten Normkurve Na»; im Uhrzeigersinn um den Koordinaten- | 


ursprung // entsteht eine zweite Kurvenschar, deren Kurven mit den entsprechenden Werten 


des Drehwinkels ? beziffert werden. Analog erhalt man ein zweites Kurvennetz, wenn die relative | 


Normkurve Nye1 im Gegenuhrzeigersinn um den Koordinatenursprung [7 gedreht wird, dessen | 
Kurven mit den entsprechenden Werten von r bzw. den Werten des Drehwinkels yp beziffert | 


Die Punkte der absoluten und der relativen | 
Normkurven solden mit den Werten des Para- | 
meters r beziffert werden. Zur Zeichnung der 


koordinatennetz aufgezeichnet ist. Ein ahnliches | 


1 
| 


| 
| 


t 
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werden. Die Achse Ox eines Polarkoordinatensystems wird parallel zur Abszissenachse J/& 
_ gezeichnet. Von ihr beginnend wird im Uhrzeigersinn der Winkel gy und im Gegenuhrzeigersinn 
4 der Winkel y gemessen. Dann ist das Richtungsfeld fiir die Absolutbahn dadurch bestimmt, 
- daB jedem Punkt 4; (p=qi, r=ri) im Absolutkurvennetz ein Punkt A; zugeordnet ist, dessen 
_ Verbindungsgerade mit dem Koordinatenursprung J] die Richtung der Tangente in A; festlegt. 
_ Das Richtungsfeld fiir die Relativbahn ist dadurch bestimmt, daf jedem Punkt Ri(p=yi, 
_ r=ri) im Relativkurvennetz ein Punkt R; zugeordnet ist, dessen Verbindungsgerade mit dem 
_ Koordinatenursprung [J die Richtung der Tangente in R; festlegt. So erhalt man im Punkte 
A,=R)(y=y=0, r=ro) beginnend und stets in kleinen Schritten Ar; fortschreitend als Ort 
von A; die Absolutbahn, als Ort von R; die Relativbahn, als Ort von A; den Absoluthodo- 
graphen Hay, und als Ort von Rj den Relativhodographen Hye. Wieder kann die Naherung fiir 


EDT INS Re eee 


BNC 


aN ae ae ea 


Abb. 7. Hodographen und Bahnkurven fiir eine Gleichdruckstrémung in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. 


die Absolutbahn verbessert werden, wenn man nach Bestimmung der Punkte 4;(qi, ri) und 


Ais y (Pi+y Ti+) im Absolutnetz die Richtung IJ ;A4;, (ivr = ae ar Sys = ret) ermit- 


telt und diese in A; beginnend zur Verbesserung von A;;,, verwendet. Diese Verbesserung 


kann eventuell mehrmals wiederholt werden. Ganz entsprechend kann auch die Relativbahn 
verbessert werden. 


8. Beispiel. Den Abb. 5, 6 und 7 liegen folgende Annahmen zugrunde: Das bewegte System 
-bestehe aus dem Kreisring zwischen ry =0,30 m und re=ry+t= 0,43 m (t=0,13 m). Die zu 
r=r, gehérige absolute Eintrittsgeschwindigkeit sei cy=2,16 m/s. Der Eintritt ins bewegte 
System geschehe in der Richtung des Fahrstrahles r, daher ist c,,=2,16 m/s und ¢,,=0. Die 
gegebene konstante Winkelgeschwindigkeit fiir die Drehung des bewegten Systems sei w=8,0581/s. 

~ Daher ist die Fithrungsgeschwindigkeit fiir den Kintritt ins bewegte System uy=2,42 m/s. Fiir 
_ die relative Hintrittsgeschwindigkeit vy ergibt sich dann v,,=2,16 m/s und v,,=2,42 m/s und 


if 2 Cerra ener 
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rT u Cr =0y Cy Vn Te | : u Cr— Ur Cy OFF 
(m) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s) (m) (m/s) (m/s) (m/s) (m/s) 
~ 0,30 | 2,42 2,16 0 2,42 0,37 2,98 3.33. | —1,42 1,56 
0.31 2.50 ate L924 2.26 0.38 3.06 9, male ae 1.48 
0,32 2°58 262 | —0,47 211 0,39 3.14 Manes ites to? L4l 
0.33 2.66 2.80.) | 20.68 1.98 040 |. 3.22 364) 0 SLRs 1.34 
0.34 2.74 296 | —0,89 1.86 0,41 3.30 373 | —2.02 ea | 
0.35 2.32 309 | —1,07 75 | 0.42 3.38 382 | 2,15 1,23 a 
0.36 2.90 4 oy Mla D6 1.65 | 0.43 3.67 ST ho. L19 a 


Mit diesen Werten wurde die oben besprochene Ermittlung der Absolutbahn und der Relativ- _ 
bahn durchgefithrt. Eine rechnerische Kontrolle der so graphisch erhaltenen Ergebnisse wiirde 
die Berechnung der elliptischen Integrale (20) und (23) erfordern und auf trigonometrische 
Integrale und auf Legendresche Normalintegrale erster und dritter Gattung fihren. 


AN) 
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a 
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Abb. 8. Konforme Abbildung zur Bestimmung der Bahnkuryen fiir eine Gleichdruckstrémung 
in einer gleichférmig in sich selbst rotierenden Ebene. 


9. Graphische Lésung mit Hilfe konformer Abbildung. Die graphische Lésung kann anstatt 
im Polarkoordinatensystem auch in kartesischen Koordinaten durchgefiihrt werden. Die Trans- 
formation " 2 as 

ie Ns ghia ea 

wobei @ eine willkitrlich zu wahlende, nur den Mafstab beeinflussende Konstante ist, fiihrt die 
konzentrischen Kreise um den Koordinatenursprung O des Polarkoordinatensystems tiber in 
die Schar der zur Ordinatenachse parallelen Geraden (Abb. 8) und das Geradenbiischel mit dem 
Scheitel 0 itber in die zur Abszissenachse parallelen Geraden. Die Geraden beider Parallel- — 
strahlenbiischel sollen mit den ihnen entsprechenden Werten von r bzw. p beziffert werden. — 
Die Abbildung ist konform. Zu einer Geschwindigkeit v im urspriinglichen Polarkoordinaten- _ 


system erhalt man die entsprechende Geschwindigkeit v im kartesischen Koordinatensystem 
durch 


men kt 


Wy ahaa 
ip 


“~~ 


: 
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“Man erhalt fiir die Absolutgeschwindigkeit 
s | @ = © (2ar+d), 
fiir ihre Komponente parallel zur Ordinatenachse 

: ty =fa=2(F w) 


r ie r 


a 


und fitr ihre Komponente parallel zur Abszissenachse 


@=2c—2]/2art5— (4-0). 


Tr 


~ Analog ergeben sich die Relativgeschwindigkeit und ihre Komponenten. Die transformierte 
_ Fuhrungsgeschwindigkeit ist parallel zur Ordinatenachse und kenstant: 


ee — 
u ee ews 


a Es handelt sich also im transformierten System um eine Bewegung, die ahnlich der im Ab- 
4 schnitt 3 besprochenen in einer gleichférmig in sich selbst verschobenen Ebene ablauft. Es gilt 
a aber nicht (6), und die Absolutbeschleunigung steht bei der Bewegung im transformierten 
d System nicht mehr normal zur Relativgeschwindigkeit. Abb. 8 bezieht sich auf dasselbe Bei- 
be spiel, wie es oben durchgefiihrt wurde. Es wurde 9=0,43 m gewahlt, womit sich folgende Werte 
fir die Geschwindigkeiten der Bewegung im transformierten System ergaben: 
x é t= be cy x c Cx = Uy ey 
(m) (m/s) (m/s) (m/s) (m) (m/s) (m/s) (m/s) 

SOE os: 3,10 3,10 0 — 0,065 4,21 3,88 — 1,65 

— 0,141 3,36 3s) — 0,34 — 0,053 4,29 3,90 1,79 

— 0,127 3,08 3,92 — 0,63 — 0,042 4,35 Sl ae LOL 

— 0,114 3,76 3,65 = 0589 — 0,031 4,41 3,91 — 2,02 

— 0,101 Byes se: 3,74 = es —— 0,02 4,45 Seal — 2,12 

— 0,089 4,03 3,80 = 1532 — 0,011 4,49 3,91 — 2,20 

— 0,076 4,13 3,85 —d50 — 0,000 4,52 S50 — 2,27 


Die Fihrungsgeschwindigkeit ist u=3,46 m/s, so daB man stets vy= cy+3,46 m/s findet. 
Nachdem die Hodographen H., und Hy. der transformierten Bewegung gezeichnet sind, von 
denen der eine aus dem andern durch Verschiebung : 
um w parallel zur Ordinatenachse entsteht, und ihre 
~ Punkte mit den ihnen entsprechenden Werten von r 
 beziffert sind, kann man lediglich durch Parallelver- 
schiebungen wie im Abschnitt 3 aus ihnen Absolut- 
. bahn und Relativbahn der transformierten Bewegung 
_ herleiten. Die Ergebnisse kénnen dann leicht wieder ins 
_ Polarkoordinatensystem zuriicktransformiert werden. 
Durch einen Grenziibergang, bei dem u=ryw=kon- 
stant gesetzt wird, w/r durch w, r—ry durch x und 
r)/r durch 1 ersetzt wird, gehen die Ergebnisse des 
_ Abschnitts 6 in die entsprechenden des Abschnitts 3 
_ tiber. 


10. Bewegung in einer parallel zu ihrer Erzeugen- 
den gleichformig verschobenen Zylinderfliche. Hine 
Zylinderflache ® sei entstanden durch Verschiebung 

einer in der (x, z)-Ebene liegenden Kurve K (Abb. 9). 
Die Zylindererzeugenden seien parallel zur y-Achse. 
Die von einem Punkt der Zylinderflache @® ausgehen-  Apb.9. Bewegung in einer parallel zu ihrer Erzeugenden 
den drei Einheitsvektoren ¢,, ¢, und eg seien so be- — sieichformig Nee ad ae Toc Sat ae Koosdumateu: 
stimmt, daB ec, stets Tangente an die durch Verschie- é 
bung der Leitkurve K erhaltene Kurve ist, da e, mit der y-Achse gleichgerichtet ist, und dafs 
es zusammen mit e, und e, ein Rechtssystem bestimmt. Die Relativbewegung sei auf die 


 Zylinderfliche ® beschrankt. Die in der Tangentialebene der Zylinderflache ® liegende Relativ- 
geschwindigkeit sei 


D = by ey + Ue ee- 


r 
f. 


438 Richter: Eindimensionale stationire Gleichdruckstrémung in bewegten Systemen. _Ingenieur-Archiv 
ike ce hy bea cel eek eihcr eta tbacs aches a eee ait deea Ba we A Aa ON 


Die Zylinderfliche @ sei einer gleichférmigen Translation in Richtung ihrer Erzeugenden unter-_ 
worfen. Die konstante Fihrungsgeschwindigkeit werde in der Richtung der negativen y-Achse 


a 


angenommen : wes (u> 0) ; 


Die dann auch in der Tangentialebene der Zylinderflache D liegende Absolutgeschwindigkeit sei 
C=C lCrtsimenlenre 


Es werden folgende krummlinigen Koordinaten eingefihrt: 


x als Kurvenlainge von K gemessen von einem in der (y, z)-Ebene liegenden Anfangspunkt 0 | 
an in Richtung von e,, y als Lange auf der Zylindererzeugenden von 0 aus in Richtung von ey | 
und z auf der Flachennormalen der Zylinderfliche ® in Richtung von e;. Weil c, und ¢, nicht — 


von z abhangen, ist fi 
Bra? rotc=—we, (w>0), 


wobei die Konstante w die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit hat. Daher ist 


[u, rotc] =a=ae, (a>0), 
und es ist 
a=u0o). 


Fiir das Folgende wird a konstant gefordert. Es gelten dann alle Entwicklungen des Abschnitts 3, 


-wenn ¢x durch ¢c, und cy durch c, ersetzt werden. 


Wird die Zylinderfliche ® in eine Ebene abgewickelt, so ist die Bewegung in der Zylinder- 


flache ® auf eine ebene Bewegung konform abgebildet, die véllig derim Abschnitt 3 besprochenen | 


Bewegung entspricht. Die dort erhaltene Relativbahn und 


x und y, die bei der Abwicklung ihre Langen ja nicht 
geandert haben, leicht geschehen kann. 


11. Bewegung auf einer gleichformig um ihre Achse 
rotierenden Drehzylinderflache. Ein Drehzylinder ® habe 
den Halbmesser R. Von einem seiner Punkte gehen drei 
Einheitsvektoren e,, e. und e, aus. Der Vektor e, liege in 
einer Zylindererzeugenden, der Vektor e, sei Tangente an 
einen Basiskreis des Zylinders ®, der Vektor e, liege in einer 
Flachennormalen des Zylinders ® und bestimme mit e, 
und ¢, ein Rechtssystem (Abb. 10). Die Relativbewegung 
sei auf die Zylinderflache ® beschrankt. Die in der 
Tangentialebene der Zylinderflache ® liegende Relativ- 
geschwindigkeit sei 


Abb. 10. Bewegung in einer gleichférmig um ihre 
Achse rotierenden Drehzylinderflache. 
Koordinatensystem mit Einheitsvektoren. 


— D= V1 ey + Ve lg. 
Die Zylinderflache @ sei einer gleichférmigen Rotation um ihre Achse mit der Winkelgeschwindig- 
keit w so unterworfen, dafi jeder Punkt auf der Zylinderflache ® die dem Vektor e, entgegen- 
gesetzt gerichtete Fiihrungsgeschwindigkeit 
u=—ue,=—Rwe, (w>0) 
erhalt. 
Die dann auch in der Tangentialebene des Zylinders ® liegende Absolutgeschwindigkeit sei ~ 
C=— Cen Ceo 
wobei wegen (3) ¢;=v, und c,=v,—u ist. 

Werden Zylinderkoordinaten x, p und rso eingefihrt, daf x die auf der Zylindererzeugenden 
von einem willkirlich gewahlten Basiskreis an in der Richtung des Vektors e, gemessene Linge, 
p der Winkel ist, um den man eine willkiirlich gewahlte Anfangslage der von der Zylinder- 
achse ausgehenden Halbebene entgegengesetzt dem Sinne der Winkelgeschwindigkeit w drehen 
mu, bis sie in den zu betrachtenden Punkt fallt, und r den Abstand von der Zylinderachse 
bedeutet, so ergibt sich, weil fiir c, und c, stets r= R—=konst. ist, 

_ lL foRe day 0 C5 OKC eS 
HOU tery a) Soler i re) c= sem (ee) 
als Vektor entgegengesetzt zu e, gerichtet. 


Absolutbahn mu} schlieBlich wieder auf die Zylinder- | 
flache ® iibertragen werden, was mittels der Koordinaten | 
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{ 
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Deshalb ist wegen (6) 

7. grad 9* =u, rot ¢] =a@=ae,. (a>0) 


ein mit ec, gleichgerichteter Vektor, und es ist 


Se eA eo, 


Vu, 0 = Rw Q.. 
3 Wird fiir das Folgende a konstant gefordert, so ist auch Q konstant. Wird RQ =a (w>0 konstant) 
_ -gesetzt, so ist a=wq@. Ahnlich wie im Abschnitt 3 erhalt man 5 
e c?=2ax+b. 


Wee) 
re 


Li 


Fic Rp=y, c,=cx und c,=cy gelten die Entwicklungen und Ergebnisse des Abschnitts 3, wenn 
iiberall die dort auftretende GréBe w durch Q ersetzt wird. 

- Wird die Zylinderflache @ in eine Ebene abgewickelt, so ist die Bewegung in der Zylinder- 
- flache ® auf eine ebene Bewegung konform abgebildet, die véllig der im Abschnitt 3 besprochenen 
_ Bewegung entspricht. Als konstante Fiihrungsgeschwindigkeit fiir die transformierte Bewegung 
_tritt u=Rw auf. Die dort gefundene Relativbahn und Absolutbahn mu8 schlieBlich wieder 
auf die Zylinderflache ithertragen werden. 


Pe ee eee N, 


AN wi 


12. Beispiel. Der Zylinderhalbmesser sei R=0,20 m, die Winkelgeschwindigkeit w=20,95l/s. 
_ Das bewegte System liege zwischen den Parallelkreisen fir *«=0 und *=0,12m (Abb. 11). 
_ Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit ins bewegte System sei cy =2,16 m/s und habe die Richtung 
_ der Zylindererzeugenden, Der Austritt aus dem bewegten System geschehe mit der Absolut- 
: geschwindigkeit c,=4,52 m/s. Wird die Zylinderflache 
@ verebnet, so erhalt man mit der konstanten Fih- 
rungsgeschwindigkeit u= Rw =4,19 m/s genau die 
gleichen Angaben, wie sie dem Beispiel Abschnitt 5 
zugrunde lagen. Die dort gefundenen Ergebnisse gelten 
daher auch fiir das vorliegende Beispiel und sind in 
Abb. 11, auf den Zylinder iibertragen, wiedergegeben. 
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~ Abb. 11. Bahnkurven fir eine Gleichdruckstrémung auf einer Abb. 12. Bewegung auf ciner gleichférmig um ihre Achse rotierenden 
gleichformig um ihre Achse rotierenden Drehzylinderflache. Drehkegelflache. Koordinatensystem mit Einheitsvektoren. 


; 


: ~ 13. Bewegung auf einer gleichférmig um ihre Achse rotierenden Drehkegelflache. Ein Dreh- 
~ kegel ® habe die Spitze S, seine Erzeugenden schlieBen mit der Kegelachse den Winkel yp ein. 
~ Von einem seiner Punkte gehen drei Einheitsvektoren e,, e, und e; aus. Der Vektor e, liege in 
‘einer Kegelerzeugenden, der Vektor e, sei Tangente an einen auf dem Drehkegel.® liegenden 
Kreis K, der Vektor e; liege in einer Flachennormalen des Drehkegels ® und bestimme mit e, 
und e, ein Rechtssystem (Abb. 12). Die Relativbewegung sei auf die Kegelflache ® beschrankt. 
Die in der Tangentialebene der Kegelflache @ liegende Relativgeschwindigkeit sei 
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| Die Drehkegelflache ® rotiere gleichférmig um ihre Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w ; 
so, da® jeder Punkt der Kegelflache @ die dem Vektor e, entgegengesetzte Fihrungsgeschwindig- 
keit’ 


; IT | 
U = —Uey = —OWlyg = —T SIN WW Cy (w>0, r0) 0<p<5-) ‘. | 


erhalt, wenn 9 den Abstand des betreffenden Punktes von der Drehachse und r seinen Abstand 
vom Kegelscheitel bedeutet. 
Die dann auch in der Tangentialebene des Drehkegels ® liegende Absolutgeschwindigkeit sei 


OMe n ais On Cots 


wobei wegen (3) c,=v, und cz=v,—u ist. Werden Kegelkoordinaten r, y und py so eingefithrt, — 
da® r die auf der Kegelerzeugenden vom Kegelscheitel S an in der Richtung des Vektors ¢, 
gemessene Linge, y der Winkel, um den man eine willkirlich gewahlte Anfangslage der von der _ 
Kegelachse ausgehenden Halbebene entgegengesetzt dem Sinne der Winkelgeschwindigkeit w _ 
drehen muB, bis sie den zu betrachtenden Punkt enthalt, und y der Winkel ist, den die Ver- — 
bindungsgerade dieses Punktes und des Kegelscheitels S mit der Kegelachse einschlieBt, so 


ergibt sich, weil fiir c, und cy stets y konstant ist, ‘| 
1 fd(rsiny-cs) dc 1 ( Dd 8 es 0 Cy ) D 
= = ; e: 0 
pay aa or 5a] & TT oy siny-ay i » am) | 


als Vektor entgegengesetzt gerichtet zu es. 
Deshalb ist wegen (6) 


= grad c?=[u, rot c]=a=ae, (a>0) 
ein mit e, gleichgerichteter Vektor, und es ist 


oD) & 
/a=—U—_+—OwW siny. 
r 


Wird speziell fiir das Folgende a konstant gefordert, 
so ist auch w konstant. Ahnlich wie im Abschnitt 6 
erhalt man 

Clan Oe 


Wird die Drehkegelflache ® in eine Ebene abgewickelt, 


1 
! 
i 
so gelten, wenn dg den Winkel zwischen zwei benach- 
Y 
' 
1 
1 


_barten Kegelerzeugenden in der Abwicklung bedeutet, 
wegen ody=r sin pdy=rd@ fiir cy=c, und c,=c, die | 
Entwicklungen und Ergebnisse des Abschnitts 6, wenn 
die dort iiberall auftretende GréRe w durch w:sin py 
ersetzt wird. 


Absolutbohn 


Neca -, Die Bewegung in der Kegelflache ® wird durch 
ak die Abwicklung auf eine ebene Bewegung konform | 
| se ' abgebildet, die véllig der im Abschnitt 6 besprochenen 


Bewegung entspricht. Als konstante Winkelgeschwin- 
digkeit fiir die Drehung des transformierten ebenen 


ne Systems tritt w-sin y.auf. Die dann nach Abschnitt 6 


Abb. 13. Bahnkuryen fiir eine Gleichdruckstrémung bestimmte Relativbahn und Absolutbahn muB schlieB- 
auf einer gleichformig um ihre Achse rotierenden : ° 5 os 5 
Drehkegelflache. lich wieder auf die Kegelflache ® tibertragen werden. 


aye sa 


14, Beispiel. Es sei sin y=5/13, und die Winkelgeschwindigkeit fiir die Rotation des Dreh- 
kegels ® sei w=13/5-8,0581/s. Das bewegte System liege zwischen den Parallelkreisen fir | 
Tr>=0,30 m und re=0,43 m (Abb. 13). Die absolute Eintrittsgeschwindigkeit ins bewegte System — 
sei ¢)=2,16 m/s und habe die Richtung der Kegelerzeugenden. Der Austritt aus dem bewegten 
System geschehe mit der Absolutgeschwindigkeit co=4,52 m/s. Wird die Kegelflache ® verebnet, 
so erhalt man mit der Winkelgeschwindigkeit 8,058 l/s genau die gleichen Angaben, wie | 
sie dem Beispiel Abschnitt 8 zugrunde lagen. Die dort gefundenen Ergebnisse gelten daher 
auch fiir das vorliegende Beispiel und wurden in Abb. 13, auf den Drehkegel © iibertragen, | 


wiedergegeben. 
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‘ ine ebene Kurve M rotiere um eine in ihrer Ebene liegende Achse und erzeuge dabei die Dreh- 
: e ® (Abb. 14). Von einem Punkt der Drehflaiche ® gehen drei Einheitsvektoren ¢,, ¢, und ey 
Der Vektor e, sei Tangente an die durch diesen Punkt gehenden Meridiankurve, der Vektor Co 


us. 


der Drehfliche © und bestimme mit e, und e, ein 
Rechtssystem. Die Relativbewegung sei auf die Dreh-_ 
flache ® beschrankt. Die in der Tangentialebene der 
Drehflache @ liegende Relativgeschwindigkeit sei 


i} 


a * 7 0) au CySe Vg C5 . 

Die Drehflache ® rotiere gleichférmig um ihre Achse 
mit der Winkelgeschwindigkeit w so, da jeder ihrer 
_ Punkte die dem Vektor ec, entgegengesetzte Fiihrungs- 
_ geschwindigkeit 

[ w=—uleg==—rwe, (u>0, w>0) 


_ erhalt, wenn r den Halbmesser des zugehorigen Parallel- 
_kreises der Drehfliche ® bedeutet. 

Die dann auch in der Tangentialebene der Dreh- 
flache @ liegende Absolutgeschwindigkeit sei 
q C=C, ey Hog eg, 

wobei wegen (3) c,=v, und c,=v.—u ist. 
Auf der Drehflache ® werden die Koordinaten / 
und @ so eingefithrt, dafs 1 die ‘auf einer Meridian- 
_kurve M von einem beliebigen Parallelkreis Ky an in 
- Richtung des Vektors e, gemessene Kurvenlinge ist 
E und P der Winkel ist, um den man eine willkiirlich Abb. 14. Bewegung auf einer gleichformig um ihre Achse 


¢ J: rotierenden allgemeinen Drehfliche. 
-gewahlte Anfangslage der von der Drehachse aus- Koordinatensystem und Einheitsvektoren. 


| ee Halbebene entgegengesetzt dem Sinne der 


dritte Koordinate werde nur die Forderung gestellt, daB sie in jedem Punkt der Drehflache in 
der Flachennormalen im Sinne des Vektors e; ihren Ausgang nimmt. Fiir jeden Punkt der 
‘Drehfliche ist sie daher gleich Null, und c, und c, sind von ihr nicht abhangig. 

_ Deshalb ergibt sich 


rot ¢ : | set] 5 


ol 0p 
il OC, | or 0 Cy a) (25) 
ke? [r aL 1 EY rae es (o>0) 
als Vektor entgegengesetzt gerichtet zu es. 
_ Deshalb ist wegen (6) { 
= a grad =x (a; rot c] =o—ae,-(a>0) 


ein mit e, gleichgerichteter Vektor, und es ist : 


a 


(a 
a=u—_—=—WwWwO. 
r 


~ Wird speziell fiir ae Folgende a konstant gefordert, so ist auch w konstant. Ahnlich wie frither 


— erhalt man c= 2 wl be 


_ Wenn die Meridiankurve M durch r=f(x) gegeben ist, so folgt 
; oa sina = 2(). 


Aus (25) und wegen ¢]-+¢=c?=2 al+b erhalt man das System 
: 0 Cy r oft eo) eo (Io, 


2 

Ba 

a 
; 


0p al 

0 cy Oe Ley, 
1 a” + C5 a9 ° 

Oc | OCy 


2 Che Bewegung auf einer gleichférmig um ihre Achse rotierenden allgemeinen Drehfliche. | 


sei Tangente an den zugehérigen Parallelkreis K, und der Vektor ey liege in der Flichennormalen | 


-Winkelgeschwindigkeit w drehen muf, bis sie den zu betrachtenden Punkt enthalt. Fiir eine 
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aus dem man die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
0 Cy 0 Cy 


[co g(l) 4 oo] | fa+2al+b+r]// e+2al+b 51 + Cg a6 =) 


herleitet, die fiir c, die lineare Differentialgleichung 


dey 0) Naas eee 26 
dl on ro r (26) 
ergibt. Wegen dl=dr/g geht (26) tiber in . 
: d Cy I ees 26 
dr + 7 2 rg eee) 


Daraus folgt die Lésung 


r 


an P(e 2f2)-2-Sfaj-2e-2). eam) 
0 ; 


To 
Fir 1=0, wofiir r=r, wird, erhalt man die Integrationskonstante a=cp,. Es ist also 
cas totes slay ths (26) 


ie u 


als Funktion der Kurvenlange J bestimmt, wenn aus der Gleichung der Meridiankurve r als 
Funktion der Kurvenlange / entnommen werden kann, was meist nicht in geschlossener Form 
méglich sein wird und daher aus einer Zeichnung entnommen werde muf. 

Aus c, kénnen dann ¢,, v, und vy als Funktionen der Kurvenlange / hergeleitet werden. 
Dabei kann folgende Beziehung fiir die Relativgeschwindigkeit v beniitzt werden. Aus 


ve=cit+(cg+ u)? =c? 4+ u?4 2uc, 


erhalt man wegen (26c) 


‘ rc al 3 ‘ ‘ 
v—w=2al+co+2 w( _ _ -} = + 2.ugces, = v5 — ui = konst. (27) 


Geschieht der Eintritt ins bewegte System speziell in der Richtung des Meridians der Dreh- 

fliche ®, so gilt ; 

——— und ve—w=c. 

73 u 
Die Beziehung (27) ist kennzeichnend fiir Gleichdruck. Sie laBt sich namlich ebenso herleiten, 
wenn fiir die Absolutgeschwindigkeit ¢ irgendein Verlauf, also nicht speziell c2=2al+-c;, vor- 
gegeben ist. Fir irgendeine Gleichdruckstrémung entlang eines Stromfadens ergibt sich der 
Wert der Relativgeschwindigkeit 


v = | + w? (2 — 7) (27a) 
und ist also nur von r abhangig, wenn bekannt ist, in welchem Abstand ry und mit welcher 
relativen Geschwindigkeit vg das bewegte Teilchen ins bewegte System eintritt. 


Geschieht der Eintritt ins bewegte System speziell in Richtung des Meridians der Dreh- 
flache ®, so ist 


a PO) 2 
v=|e+u x 


Die Bewegung auf der Drehflache ® soll nun konform abgebildet werden in eine Bewegung _ 


auf einem mit der Drehflache ® koachsialen Drehzylinder, dessen willkiirlich wahlbarer Halb- 
messer R sei. Diese Zylinderfliche werde dann abgewickelt, womit die Bewegung konform auf 
eine ebene Bewegung abgebildet ist'. 
Die Transformation 
l 
al dl = 
0 
fiihrt die Parallelkreise der Drehflache@ iiber in das zur Ordinatenachse parallele Parallelstrahlen- 


biischel, wahrend die Meridiane der Drehflache ® in das zur Abszissenachse parallele Parallel- | 


strahlenbiischel tibergefiihrt werden. Die Geraden dieser Biischel sollen mit den ihnen ent- 
sprechenden Werten von | bzw. y beziffert werden. 


' PF. PraSil, Schweiz. Bauztg. 52 (1908) Heft 7/8. 
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Zur Geschwindigkeit v der Bewegung auf der Drehflache © erhalt man die entsprechende 

Geschwindigkeit v fiir die ebene Bewegung, die ihr in der konformen Abbildung entspricht, durch 
= R 

v=—v. (29) 


if 
Gleichung (26b) ergibt damit fiir die transformierte ebene Bewegung die zur Ordinatenachse 
parallele Komponente cy der Absolutgeschwindigkeit. Aus 


’ bal: =—6 =.) R? R? 
2 2 2 
c= e+ cy = C= = (2 al + ¢) 


2 
r2 


und der zur Ordinatenachse parallelen, konstanten Fihrungsgeschwindigkeit der transformierten 


ebenen Bewegung - 
u =—u= Rw (30) 


rT 
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Abb 15. Meridiankurve einer gleichférmig um ihre Achse 
rotierenden allgemeinen Drehflache. 


Abb. 16. k= und [re dl als Funktionen der Kurvenlange I. 


fh 

Pree 

kann der Absoluthodograph Hap; der transformierten ebenen Bewegung punktweise ermittelt 
werden. Ganz analog wie im Abschnitt 3 findet man daraus die Absolutbahn der transformierten 
ebenen Bewegung. Ebenso werden Relativhodograph Hye und Relativbahn bestimmt. Weil die 
Fihrungsgeschwindigkeit u der transformierten Bewegung konstant ist, entsteht der Relativ- 
hodograph Hrei aus dem Absoluthodographen Ha»; durch Verschiebung um —u. Wird als Pol 
fiir den Relativhodographen “Hre der Punkt Q verwendet, der aus dem Pol P des Absolut- 
hodographen H.»; durch Verschiebung um + u hervorgeht, dann fallen beide Hodographen zu- 


sammen. 
Die Geschwindigkeiten miSten nicht transformiert werden, wenn man die»Kurven 


E=cy f=y 
ip, 1 = Veg 


zeichnet. Es legen dann ihre einem bestimmten Wert der Kurvenlange / entsprechenden Punkte 
verbunden mit dem Koordinatenursprung bereits die Richtungen von ¢ bzw. v fest, nur miBten 
dann aber tatsachlich beide Kurven gezeichnet werden. 

Das in (28) auftretende Integral wird i. A. nicht in geschlossener Form darstellbar sein und 
mu daher numerisch oder graphisch ausgewertet werden. 

SchlieBlich sind Absolutbahn und Relativbahn der transformierten ebenen Bewegung wieder 

auf die urspriingliche Drehflache ® zuriick zu ttbertragen. 

Werden fiir die Meridiankurve M der Drehflache ® spezielle Annahmen gemacht, so kann 
man aus den hier allgemein gegebenen Formeln die friiher in den Abschnitten 6, 11 und 13 
hergeleiteten Ergebnisse finden. 


bzw. 
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16. Beispiel. Die in Abb. 15 dargestellte Kurve rotiere gleichférmig um die X-Achse und — 
erzeuge die Drehflache ®. Die konstante Winkelgeschwindigkeit sei w=21,081/s. Der Abb. 15 _ 


kann 1/r als Funktion der Kurvenlange J entnommen werden. Diese Funktion wurde in Abb. 16 , 


\ 


1 

dargestellt und aus ihr durch graphische Integration [ dl/r als Funktion der Kurvenlange | 
ermittelt. ‘ 3 

Der Eintritt ins bewegte System geschehe auf dem Parallelkreis mit dem Halbmesser rg 
=0,09 m, auf dem die Zahlung der Kurvenlange / beginne, in der Richtung des Meridians mit 
der absoluten Eintrittsgeschwindigkeit cy) =2,16 m/s, so daB c,,=cy und c,,=0 ist. Die absolute 
Austrittsgeschwindigkeit fiir ]=0,15 m betrage c.=4,52 m/s. Die Konstante a erhalt daher den 
Wert a=52,549 m/s", und es wird w=a/w=2,4928 m/s. 

Gleichung (26c) liefert dann fiir jeden Wert von | die entsprechende Umfangskomponente c, _ 
der Absolutgeschwindigkeit c. 


C5 C ty x 

(m/s) (m/s) (m/s) (m) 
— 0,00 4,08 — 0,00 - 0,000 | 
— 0,25 4,10 — 0,43 0,018 | 
SEN A 4,13 10,75 0,034 
— 0,64 4,12 — 0,94 0,048 
= 0,81 4,12 Bes ith 3 0,061 
— 0,96 4,12 Shoe 0,073 | 
110 4,14 257538 0,086 {| 
po 193 4,15 SAY vf 0,097 
— 1,36 4,18 2.57, 0,108 1} 
= 1,48 4,21 4.1.66 0,119 | 
— 1,60 4,25 = VIA 0,129 

= 1-72 4,30 — 1,84 0,140 

a1 95 4,35 231-04 0,150 

— 1,96 4,40 =*'9'02 0,160 

— 2,09 4,46 =O Td 0,170 

990 4,52 a) 0,180 


PMA SReAe esses 

CER eer ter 
eal 

ae Bea eAS each 

eH 


Pal TC| Pale aba 


= a oe J 
f) 0 7 2 3m/s 0 5 ; 10 scm 
= 
Abb. 17. Hodographen fir eine konform abgebildete Abb. 18. Konforme Abbildung der Bahnkurven einer Gleichdruck- 
Gleichdruckstrémung in einer gleichférmig um ihre Achse stromung in einer gleichformig um ihre Achse rotierenden alleemeinen 
rotierenden allgemeinen Drehflache. Drehflache. a 


Es wurde R=0,17 m gewahlt, und nach (29) wurde fiir die transformierte ebene Bewegung c 
und cy berechnet. Die Ergebnisse enthalt vorstehende Tabelle. 
Abb. 17 stellt die Hodographen dar, wobei P (Q) der Pol fiir den absoluten (relativen) Hodo- | 
graphen Habs (Hrel) ist. Gleichung (28) ergab mit den in Abb. 16 bestimmten Werten die Grund- — 


lage fiir das rechtwinklige Koordinatensystem, in das in Abb. 18 Relativbahn und Absolutbahn 
der transformierten Bewegung eingezeichnet wurden. 
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 SchlieBlich (Abb. 19) wurden diese beiden Bahn- , ts 


_kurven auf die Drehflache ® zuriicktransformiert. 


17. Weiterfithrung der Entwicklungen. Die Unter- 
suchung in einem System, das einer gleichférmigen 
Schraubung unterworfen ist, wobei Absolutbahn und Re- 
lativbahn auf einer Schraubenflaiche liegen, soll hier nicht 
durchgefiithrt werden. Es wire eine Abbildung der 
Schraubenflache auf eine abwickelbare Regelschrauben- 
flache zu betrachten, und diese abwickelbare Regel- vf 
_ schraubenflache ware zu verebnen. 

Wird fiir die Verdnderlichkeit des Quadrates der 
Absolutgeschwindigkeit ein anderes als lineares Gesetz | 
gefordert, so wird zumindest die entwickelte graphische 
Methode anwendbar bleiben, 

Auch wenn nicht durchweg Gleichdruck vorausgesetzt 
wird, sondern der Druck p in bestimmter Art verander- 
lich vorgeschrieben wird, kann ein dem entwickelten Ver- 
fahren analoges angegeben werden. 

Ebenso werden sich gewisse Umkehraufgaben lésen 
lassen. Es kann z.B. iiber die Form der Relativbahn its ana, per Re Nien NE a 
eine Annahme getroffen werden und bei bestimmtem allgemeinen Drebfiiche. 

Verlauf der Absolutgeschwindigkeit nach der Verander- 
lichkeit des Druckes oder bei bestimmtem Druckverlauf (z. B. Gleichdruck) nach der Verander- 
lichkeit der Absolutgeschwindigkeit gefragt werden. 
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18. Zusammenfassung. Ausgehend von der Eulerschen Gleichung fiir die eindimensionale, 
_ stationadre Strémung einer idealen Fliissigkeit, fiir die der auf die Flacheneinheit bezogene 
_ Fliissigkeitsdruck tiberall konstant angenommen wird, werden Strémungen in bewegten Systemen 
_ untersucht. Das System war einer gleichférmigen Translation bzw. einer gleichférmigen Drehung 
_ unterworfen. Der Zuwachs des Quadrates der Absolutgeschwindigkeit wurde speziell als linear 
abhangig von einer Langenkoordinate gefordert. Die sich ergebenden partiellen Differential- 
gleichungen wurden teils rechnerisch, teils graphisch integriert. Es konuten dann sowohl die 
Absolutbahn als auch die Relativbahn der Bewegung bestimmt werden. 

Uber den Zusammenhang der gefundenen Ergebnisse mit einer von Trefftz gegebenen Formel, 
_ die in éiner Patentschrift des Reichspatentamtes veréffentlicht ist, und iiber dariiber hinaus- 
gehende Anwendungen im Strémungsmaschinenbau soll spater berichtet werden. 


: (Eingegangen am 11. Oktober 1947.) 
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,,Die dreiseitig gelagerte Rechteckplatte (I. Mitteilung)*. 
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Cote sie Mitteilung von 1 Hern Be is W. Cornelius verdanke eas die Aufdeckung einer te ' 
stimmigkeit: ; é a ey ii 

— Die von mir abgeleiteten Formeln gestatten nicht (wie von mir irrtiimlich aipeaeeane diet . 
Beriicksichtigung der Querdehnung , da diese schon in den Randbedingungen (12) und aay. | 
vernachlassigt wurde. Bei Vernachlassigung der Querdehnung hingegen (y=0) sind Be Formel n | 
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